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基于牵引控制的高阶线性多智能体系统

自适应输出一致性

徐海川，刘东南，刘 琛，徐承杰

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：主要研究了高阶线性多智能体系统的自适应控制输出一致性问题。首先，结合牵引控制，

分别提出了基于静态增益和动态增益牵引输出一致性协议，得到了输出一致性达到的条件；然后，利用

Lyapunov 稳定性理论给出了系统的收敛性分析；最后，通过数值仿真验证了所得结论的有效性。
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Adaptive Output Consensus of High Order Linear Multi-Agent Systems
Based on Pinning Control Under Fixed Topology
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Abstract：The adaptive output consensus of high order linear multi-agent systems is mainly investigated. Firstly, 
combined with pinning control, output consensus protocols based on static and dynamic gains have been proposed. 
And the conditions of output consensus are obtained. Then, the convergency analysis is presented by using Lyapunov 
stability theory. Finally, the validity of the proposed methods is verified by numerical simulations.
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0 引言

近年来，多智能体系统在无人机协同工作、机器

人编队，以及卫星编队等领域的广泛应用 [1-2]，引起

了学者们极大的兴趣。在多智能体系统相关研究中，

一致性问题扮演着重要的角色，是多智能体系统协调

控制的一个核心问题。影响系统的一致性行为的主要

因素是网络节点的动态、网络拓扑。许多学者在不同
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网络环境下，对各种动态的多智能体系统一致性展开

了深入研究 [3-7]。

一致性主要要求网络中各节点最终的状态达到

某一公共物理量，但许多实际问题中，如电网、机车

牵引等，往往要求各节点输出达到一致，这就是输出

一致性。输出一致性是一致性 ( 状态一致 ) 问题的一

个扩展，其应用已十分广泛，而相关理论并不丰富。

因此，展开对多智能体系统输出一致性的研究显得尤

为重要。

已有学者对多智能体系统的输出一致性问题 [8-11]

做了一些相关研究，如文献 [8] 利用输出调节的思想，

将辅助干扰视为领导者，研究了基于输出调节理论的

输出一致性问题。文献 [9] 研究了最优输出一致性问

题。文献 [10] 在切换拓扑下，利用低增益反馈技术，

研究了同时具有输入饱和和外部干扰的离散时间多

智能体系统输出一致性问题。但上述结论都使用了拉

普拉斯矩阵的特征值等全局信息，因而不是完全的分

布式控制。文献 [11] 在未知控制方向的情形下，研

究了高阶线性多智能体系统的自适应输出一致性，通

过自适应策略的引入，使得输出一致性的条件不依赖

于全局信息，因而相应的输出一致性协议是完全分布

式的。受到文献 [11] 的启发，本研究结合牵引控制 [5]

与自适应策略，研究了高阶线性多智能体系统的输出

一致性问题。数值仿真结果表明，牵引控制的使用，

可以降低控制成本；而自适应策略可保证本文得到的

输出一致性条件不需全局信息。

1 预备知识

在多智能体系统中，智能体和其相邻智能体之

间的通信需要借助网络拓扑图来实现。一个无向图

G=(V, E, W) 由一个顶点集 V={v1, v2, … , vN}、一个边

集 E V×V 和一个邻接矩阵 W=[wij] ∈ RN×N 所组

成。若一条边 (i, j) ∈ E 或 (j, i) ∈ E，那么这个顶点

vj(vi) 可以传输或接受来自顶点 vi(vj) 的信息。G 是一

个无向图的充要条件是 (vi, vj) ∈ E (vj, vi) ∈ E。对

于一个无向图的邻接矩阵 W=[wij]，如果 (i, j) ∈ E，
那么 wij=wji=1；否则 wij=0。在 G 上从顶点 到顶点

vim 的一条路径是形如 ，l=1, 2, … , m-1，在

E 中的有序边的序列。如果在无向图中任意两个不同

的顶点有一条路径，那么这个无向图是连通的。图 G
的入度矩阵 D 被定义为 D=diag(d1, d2, …, dN)，其中

。定义一个无向图 G 中的拉普拉斯矩阵

为 L=D-W，其中

                 

注意到在无向图中 L=LT>0 是成立的，并且 1 是拉普

拉斯矩阵的特征值 0 对应的特征向量。

考虑一个由 N 个跟随者和一个领导者的多智能

体系统，并给出第 i（i=1, 2, …, N）个智能体的动力

学方程如下：

                                    （1）

式中：xi(t) ∈ Rn 表示第 i 个智能体的状态；

ui(t) ∈ Rp 表示第 i 个智能体的输入；

yi(t) ∈ Rm 表示第 i 个智能体的输出；

A∈Rn×n表示状态矩阵，B∈Rn×p表示输入矩阵，

C ∈ Rm×p 表示输出矩阵。

下标为 0 的表示领导者，其动力学方程如下：

                                                 （2）

式中：x0(t) ∈ Rn 表示领导者的状态；

y0(t) ∈ Rm 表示领导者的输出。

领导者作为一个特殊的智能体，与其他智能体不

同，它是一个独立的智能体，而且它的动力学不受其

他智能体的影响。

定义 1 对于上述多智能体系统，对任何初值

xi(0)，i=1, 2, …, N，若调节误差 δi=yi-y0 满足

   ，   （3）

则领导跟随系统可达到输出一致。

下面给出控制器的设计：    

    

式中：K 为待定的控制增益矩阵；

   为节点 i 的全体相邻节点集合。

如果跟随者 i 可以接受到领导者的信息，则

hi=1；否则，hi=0。下面给出相关引理及假设。

引理 1[10] 令矩阵 C ∈ Rm×n，满足 Penrose 条件

的广义逆 X 是存在且唯一的，而且如果 rank C=n，

那么 ；如果 rank C=m，那么 。

引理 2[11]  令矩阵 A, B ∈ Rn×n，如果矩阵对 (A, B)
是可稳定的，则存在唯一的对称正定矩阵 P 满足代

数 Riccati 方程

               。 

（4）

徐海川，等　　基于牵引控制的高阶线性多智能体系统自适应输出一致性第 4 期



24 湖　南　工　业　大　学　学　报  2020 年

引理 3[12] 如果拉普拉斯矩阵 L ∈ (lij) ∈ RN×N

是对称不可约矩阵，则有 L 为半正定矩阵，并且对

于任意矩阵 H=diag(h, 0, …, 0)，且 h>0，都有矩阵

L+H 特征值是正的，即矩阵 L+H 为正定矩阵。

假设 1 矩阵对 (A, B) 是可稳定的。

假设 2 图 是无向连通的。
假设 3 矩阵 C 是满秩的，即 rank C=m。

注 1 由于本研究中是带有领导者的拓扑结构，

因此假设 2 要在有领导者的前提下，保证拓扑图是连

通的，即图 是包含有领导者的拓扑图，即图 包
含 G 和顶点为 0 的领导者。

2 静态增益多智能体系统输出一致性

本节在固定拓扑下，针对静态增益的输出一致性

展开研究。首先，提出了固定增益下的输出一致性协

议；然后，给出了相应的输出一致性收敛分析与一致

性达到的条件。

由式（3）给出的多智能体系统第 i 个智能体的

输出误差为

                  。                      （5）
由式（5）可得

                
（6）

由引理 1，式（6）可以改写为

令 ， ， 

，可得

      。       （8）
下面给出定理 1 及其证明。

定理 1 若假设 1~3 成立，在静态自适应协议式

（4）下，要使系统（1）达到输出一致，即多智能体

线性系统中领导跟随者都满足式（3），则需要以下

条件成立：

，其中 ，P 是代数 Riccati 方程 
的唯一解， ，

并且 为矩阵 的最小特征值。

证明 考虑如下李雅普诺夫候选函数

               ，                 （9）
因此对于 t∈(0, +∞) 以及式（8）可得

令 ，代入式（10）可得

 

                                                                           （11）

又因为矩阵 为实对称矩阵，因此存在正交矩阵 Q，

使 得 ，

因此令 ，则式（11）可写为

  

                                                                                  （12）

令 ，

则式（12）可写为

            （13）

在假设 2 的条件下，根据引理 3，有

（7）

（10）
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           ，

且矩阵 是正定的，可得

                           ，                          （14）

因而可得

                     ，                    （15）

即 。因此，多智能体系统（1）（2）是稳定的，
这意味着式（3）成立，因此定理 1 成立。证毕。

3 动态增益多智能体系统输出一致性

本节在高阶多智能体系统（1）（2）的基础上，重

新设定控制协议，同时给出满足输出一致定义的增益矩

阵 K；然后，给出基于固定拓扑下的输出一致性结果。

考虑如下控制器

式（16）（17）中：K 是待定的控制增益矩阵；

  di(t) 表示自适应增益，且 di(0)>0；
  τi>0，是 di(t) 的增益。

由式（3）可得

  。 （18）

再令

        ，

               ，

可得

     。   （19）
下面给出定理 2 及其证明。

定理 2 若假设 1~3 成立，在动态自适应协议式

（16）下，要使系统（1）达到输出一致，即多智能

体线性系统中领导跟随者都满足式（3），则需要以

下条件成立：

，其中 ，P>0 是代数 Riccati 方程 
的唯一解， 。

并且 λ1 为矩阵 的最小特征值，同时 。

证明 考虑如下李雅普诺夫候选函数：

 ，（20）

因此对于 以及式（19）可得

   

为了便于接下来的计算，此时将 分解为 =D+H，

可以得出：

（16） 

（17）

（21）
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令 ，代入式（22）可得

    

（23）

又因为矩阵 为实对称矩阵，因此存在正交矩阵 Q，

使得

       ，

令 ，则式（23）可写为如下形式：

 

在假设 2 的条件下，根据引理 3，有

             ，

且矩阵 是正定的。

由 ，可得

        ，              （25）
因此有

                ，           （26）
然后可得

  （27）

即 。

  因此，多智能体系统（1）和系统（2）是稳定的，

这就意味着领导跟随系统可以达到输出一致，故可得

定理 2 成立。证毕。

4 模型仿真

本节借助 Matlab 软件给出仿真，分别对固定增

益和动态增益下的输出一致性问题进行分析，并验证

结论的合理性。

选取 N=6，即考虑整个系统中含有 6 个跟随者，

同时选取一个领导者，记为 R=1。在这个仿真中，要

用到的矩阵 A、B、C 的取值分别如下：

 

由上述所给的矩阵形式，可知矩阵对（A，B）

是可稳定的，即满足假设 1；且 rank C=2=m，即满

足假设 3，故矩阵 C 是满秩的。取每个智能体分别为

三维，即 xi ∈ R3，i=1, 2, …, 6。此时每个跟随者的

输出维数为二维，即 yi ∈ R2，i=1, 2, …, 6。含有 7
个智能体的高阶多智能体系统的拓扑图如图 1 所示，

由图 1 可知网络拓扑图是满足假设 2 的。

 

首先，对固定增益下的仿真进行分析。对于每个

跟随者的输出变化图，分别在图 2 中给出；同时给出

了在时间间隔 [0, 20] s 上每个跟随者的输出误差变化

情况，如图 3 所示。

图 1 高阶多智能体系统拓扑图

Fig. 1 Topology of high-order multi-agent systems

（22）

（24）

a）y1i 
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由图 2 和图 3 所示静态增益下的仿真结果曲线可

以说明，对于前文给出的定理 1 的分析和证明都是正

确而且合理的。

其次，对动态增益下的仿真进行分析。对于每个

跟随者的输出变化图，分别在图 4 中给出；同时给出

了在时间间隔 [0, 10] s 上每个跟随者的输出误差变化

情况，如图 5 所示；以及其自适应增益的值，如图 6
所示。由图 4、图 5 和图 6 所示动态增益下的仿真结

果曲线可以得知，对于定理 2 的分析和证明都是正确

并且合理的。

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

b）y2i 
图 2 静态增益下 y1i、y2i（i=1, 2, …, 6）的轨迹

Fig. 2 Trajectory of y1i，y2i（i=1, 2, …, 6）
 under static gain

a）e1i 

b）e2i 
图 3 静态增益下的输出误差

e1i、e2i（i=1, 2, …, 6）曲线

Fig. 3 Output error curves of e1i，e2i（i=1, 2, …, 6）
under static gain

a）y1i

b）y2i 
图 4 动态增益下 y1i、y2i（i=1, 2, …, 6）

的轨迹

Fig. 4 Trajectory of y1i，y2i（i=1, 2, …, 6）
under dynamic gain

a）e1i 

b）e2i 
图 5 动态增益下的输出误差

e1i、e2i（i=1, 2, …, 6）曲线

Fig. 5 Output error curves of e1i，e2i（i=1, 2, …, 6）
under dynamic gain
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5 结语

本文基于李雅普诺夫稳定性理论证明了多智能

体系统的稳定性，并利用代数黎卡提方程等证明了结

论的严谨性和合理性。本文的难点在于开始设计算法

的方案以及李雅普诺夫候选函数的选取问题，由于李

雅普诺夫函数并不是明确给出的，因此在其选取方面

的问题上是一个大的挑战。最后，通过 Matlab 仿真

对给出的整个结论进行了验证，模型仿真结果表明所

给出的系统算法是合理的。
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