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二维薛定谔方程的全离散有限元两层网格方法
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摘　要：针对一类二维依赖于时间的线性薛定谔方程，在空间方向采用双线性有限元进行离散，时间方

向利用向后欧拉方法得到全离散有限元格式，构造一种全离散有限元两层网格算法，对薛定谔方程耦合的实

部和虚部进行解耦。从而将在细网格上进行求解，简化为在粗网格上求解原问题以及在细网格上求解两个泊

松方程。数值实验结果表明，两层网格有限元方法比标准有限元方法更高效，且当粗细网格尺寸满足一定条

件时，数值解具有相同的最优误差阶。
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A Two-Grid Algorithm for Fully Discrete Finite Element Based on
the Two-Dimensional Schrödinger Equation
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Abstract：In view of a class of two-dimensional time-dependent linear Schrodinger equation, the bilinear finite 
element method is used for a discretization in space in conjunction with backward Euler method used to obtain the 
full discrete finite element scheme in the temporal direction, thus constructing a two-grid algorithm for fully discrete 
finite element to decouple the real and imaginary parts of the coupled Schrodinger equation. Thus, the solution on fine 
grids is simplified as solving the original problem on coarse grids and solving two Poisson equations on fine grids. The 
numerical results show that the two-grid algorithm for fully discrete finite element is more efficient than the standard 
finite element method, and the numerical solution has the same optimal error order with the size of coarse and fine 
meshes meeting certain conditions.
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1 研究背景

量子力学是描述微观世界结构、运动与变化规律

的物理学科。它的发现与建立是 20 世纪人类文明发

展的一个重大飞跃，而且引发了一系列划时代的科学

发现与技术发明。

薛定谔（Schrödinger）方程是量子力学最基本的

方程，由奥地利物理学家薛定谔于 1926 年提出，揭

示了原子世界中物质运动的基本规律。例如，最简单

的一维无界域上依赖于时间的薛定谔方程，就反映了

一个在守恒场中无旋转的粒子的运动状态，而其解的

平方就表示该粒子在给定时刻出现在给定位置上的

概率密度。许多物理问题，如高能物理、非线性媒体

中的激光束扫描、浓缩问题等的数学模型也都可归结

为（非线性）薛定谔方程。

薛定谔方程也是量子力学的一个基本假定，不能

用比它更根本的假定来证明，其正确性只能靠实践来

检验，而且在实际中复杂的薛定谔方程不易求得其精

确解。因此，关于其数值解的研究越来越受到人们的

重视和关注。

本文主要考虑如下二维依赖于时间的线性薛定

谔方程的初边值问题：

（1）

式中： 为凸多边形区域；初始函数 u0(x, y) 和
右端项函数 f(x, y, t) 及未知函数 u(x, y, t) 都为复函数；

势能函数 V(x, y) 为已知的有界实函数；i 为虚数单位。

有限元方法是求解偏微分方程数值解的一种重

要方法，它的基本思想是根据变分原理，利用有限元

空间上的离散解近似无穷维空间上的连续解。目前，

许多数值求解方法被应用到线性或非线性薛定谔方

程中，其中有限元方法为常见的方法之一，具体参见

文献 [1-10]。
文献 [1] 利用 Galerkin 有限元方法将空间离散，

用 Crank-Nicolson 方法将时间方向离散得到有限元全

离散格式，证明了数值解在全离散格式下的存在性和

唯一性，并给出了在时间和空间步长满足一定条件下

的最优阶 L2 误差估计。文献 [2] 利用人工边界条件，

构造和分析了无界域二维依赖于时间的薛定谔方程

的一种全离散格式，并证明了该格式具有无条件稳定

和收敛。文献 [7] 讨论了二维薛定谔方程的有限元超

收敛问题，利用椭圆投影算子得到数值解的 H1 误差

具有超收敛性，并运用插值后处理技术得到整体超收

敛结果。

两层网格方法是求解偏微分方程的一种高效数

值计算方法，其基本思想是通过构造两种不同尺度

（基于粗网格和细网格）的有限元空间。首先在粗网

格上求解原来的非对称或非线性问题；然后利用粗

网格上的数值解，将原问题用合适的方式进行对称

化或线性化；再在细网格上求解相应的对称化或线

性化问题。与直接在细网格上数值求解原问题相比，

两层网格方法减少了计算量，大幅提高了算法效率。

该方法最初由许进超提出，他在文献 [11-13] 中，通

过求解非对称不定以及非线性椭圆问题，引入粗细两

个子空间进行离散，构造了椭圆型问题有限元的一系

列两层网格算法。几乎在同一时期，黄云清等在文献

[14] 中，研究了非线性奇异两点边值问题的多层迭代

校正算法的收敛性误差估计与逼近解的渐近展式。金

继承等在文献 [15] 中，首次将两层网格方法运用到

求解一类耦合的偏微分方程组，构造了解耦的有限元

两层网格算法，并进行了误差估计。

后来两层网格有限元方法被应用到线性和非线

性薛定谔方程，具体见文献 [16-19]。文献 [18] 针对

一类二维依赖于时间的线性薛定谔方程，其空间方向

是在三角形网格上采用线性元进行离散，而时间方向

采用向后欧拉方法进行离散，得到一种全离散的两层

网格有限元算法，并且进行了理论分析。本文基于已

有研究，主要考虑空间方向在矩形网格上利用双线

性元进行离散，并通过数值算例验证了两层网格方

法的高效性，且数值解在相同网格尺寸下比文献 [18]
中数值解的误差更小。

2 全离散有限元格式

记 Lp(Ω) 为标准的 Banach 空间，具有范数 ，

W m, p 为定义在区域Ω上的标准 Sobolev 空间，其范数定

义为 ，并且当 p=2时，记 Wm, p=

H m，相应的范数简记为 m= m, 2， = 0.2。

对于任意两个复函数 ，定
义其内积为

             ，

对应的 L2 范数为

                             ，

其中 为函数 ψ(x, y) 的共轭。

记任意复函数 ，其中

和 分别为 的实部和虚部函数。

另外，定义复函数 的范数为
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                        。

将区域 Ω拟一致剖分为矩形网格 Γh，其中网格

步长 0<h<1，而 S h 为 Γh 上相应的双线性有限元空间，

SR
h 为 S h 的实部构成的有限元实空间。

记 τ=T/N 为区间 [0, T] 上的时间步长，tj=jτ，j=0, 
1, …, N 为区间上的时间节点，其中 N 为某个正整数。

为简单起见，将函数ω(x, y, tj) 简记为ω j。另外，

对任意函数序列 ω j(x, y), j=1, 2…，利用向后欧拉方

法定义其关于时间的差商，为

             。

那么，问题（1）的全离散有限元解

               
可定义为满足

            （2）

式中 Phu0(x, y) 为 u0(x, y) 在 Sh 空间的椭圆投影 [18]。

因此，类似文献 [18]，可得如下定理 1。
定理 1 设 u(x, y, t) 为问题（1）的精确解，函

数序列 Uh
n(x, y) 为满足问题（2）的全离散有限元解，

则有误差估计

                      ，

其中 C 为与 h 无关的任意常数。

在实际编程计算时，需要将问题（2）按实部和

虚部分开，则可以写成如下等价的耦合方程组：

       （3）

式中 Phu0R(x, y)、Phu0I(x, y) 分别为 u0R(x, y)、u0I(x, y)
在 S h 空间的椭圆投影。

3 两层网格算法

将 Ω拟一致剖分为矩形网格 ΓH，其网格尺寸

H>>h，而 S H 为定义在 ΓH 上的另一个有限元空间。

利用向后 Euler 方法在时间方向离散，构造问题（1）
的一种全离散两网格有限元算法，先在粗网格上对原

问题进行求解，然后在细网格上计算时利用粗网格上

已算得的部分数值作为已知数据代入，将薛定谔方程

耦合的实部和虚部进行解耦，从而简化为在细网格上

求解两个泊松方程。这样，由于粗网格尺寸 H>>h，
因此该算法比直接在细网格上求解原问题要简便很

多，将大大减少数值计算的时间。

算法具体步骤如下。

步骤 1 求函数序列 满足

      （4）

步骤 2 求函数序列 满足

           （5）

因此，类似文献 [18]，可得如下定理 2。
定理 2 设 u(x, y, t) 为问题（1）的精确解，函

数序列 uh
n(x, y) 为两层网格算法中满足问题（5）的两

层网格有限元解，则有误差估计

                ，

其中 C 为与 h 和 H 无关的任意常数。

4 数值实验

考虑如下二维依赖于时间的线性薛定谔方程

                   

式中：Ω=[0, 1]×[0, 1]；T=1；右端项函数 f(x, y, t) 选
择满足如下精确解 [18]

采用空间步长为 h 的均匀网格，对区域 Ω进行

拟一致矩形网格剖分 Γh，利用双线性有限元进行数

值求解。取时间步长为 τ=10-3，分别取细网格步长

h=1/4, 1/16, 1/64，而 ΓH 为粗网格步长 的矩形

剖分。Uh
n 为细网格 Γh 上，时间方向利用向后欧拉格

式，空间方向利用有限元方法，得到的标准有限元解；
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uh
n 为粗网格 ΓH 和细网格 Γh 上，利用两层网格算法

得到的两层网格有限元解。分别计算精确解与标准

有限元解的误差 及与两层网格有限元解的误

差 。不同时刻的误差结果及 CPU 运行时间，

如表 1~3 所示。

从表 1~3 中的数值结果可以得出，当粗网格与

细网格满足 时，两层网格方法得到的数值解与

标准有限元方法直接求得的有限元解在 H 1 范数下的

误差非常接近，且具有相同的最优阶 O(h)，数值结

果与理论结果相符合。与利用 Matlab 软件运算比较

可知，两层网格有限元算法的计算效率更高；而且随

着空间网格尺寸的增大，计算规模较大时，更加能够

体现出两层网格方法的优势，能大幅度节省 CPU 运

行时间。

图 1 和图 2 分别给出了本文与文献 [18] 中的两

层网格有限元解在不同时刻的误差比较，从图中可以

看出，本文的两层网格有限元解在每一时刻都要更加

精确。

5 结语

本文研究了两层网格方法在二维线性薛定谔方

程中的应用，对空间区域进行拟一致矩形网格剖分，

构建了一种向后欧拉全离散有限元格式的两层网格

算法，解释了两层网格算法在 H1 求解线性薛定谔方

程中的思想和原理，给出了数值解在范数下的误差

阶，最后通过一个数值算例验证了该算法的可行性和

高效性。
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