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一类具有 Holling Ⅲ功能反应的

时滞食饵 - 捕食系统正周期解的存在性
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摘　要：利用重合度理论中的延拓定理，分析了一类时滞食饵 - 捕食系统正周期解的存在性，并给出了

正周期解的存在性条件。
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Existence of Positive Periodic Solutions for 
a Delayed Predator-Prey System with Holling Ⅲ Functional Response
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Abstract：By using the continuation theorem of coincidence degree theory, an analysis has been made of the 
existence of positive periodic solutions for a class of delayed predator-prey systems, thus working out the existence 
conditions of positive periodic solutions.
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0 引言

食饵 - 捕食者模型是生物数学中的一项重要研

究内容，对食饵与捕食者相互作用的研究具有很高

的理论价值与现实意义。近年来，很多学者对该模型

进行了研究，并取得了较多的研究成果 [1-7]。如文献

[1] 研究了一类具有 Holling Ⅲ功能反应的非自治的食

饵 - 捕食系统

                  

                                                                                  （1）
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周期解的存在性。

式中：x(t) 为 t 时刻食饵总数；

y(t) 为 t 时刻捕食者总数；

a(t)、b(t)、c(t)、d(t)、g(t)、h(t)、m(t) 都是周期

为 T 的非负连续函数。

在多因素综合影响下，不可避免地会出现时滞

现象，这将会对生态系统的性质产生很大影响；同

时，食饵数量增长速度与过去某时间的食饵数量及增

长速度有关，捕食者数量增长速度也与过去某时间

的食饵数量有关。基于此，本文考虑如下一类具有

Holling Ⅲ功能反应非自治的时滞食饵 - 捕食系统：

      
（2）

式中：ρ、m、σ1、σ2 都为常数，且 ρ>0、m>0；
a(t)、b(t)、c(t)、d(t)、h(t)、τ(t) 是周期为 ω的连

续函数。

下面讨论系统（2）正周期解的存在性。

1 主要结论

在主要结论之前，先给出下面 3 个引理。

引理 1 （Arzele-Ascoli 定理）[2] 集合
列紧的充分必要条件是下列 2 个条件成立：

1）集合 A 是一致有界的，即存在正常数 M，使

得对于 ，恒有 ；

2）集合 A 是等度连续的，即对 ，始终

存在 δ=δ(ε)>0，使得对于任意的 t1, t2 ∈ [a, b]，当

时，就有 ， 。

引理 2[2] 如果 f(t)、g(t) 为区间 [α, β] 上的非负

连续函数，则 ，使得

                。

引理3 （延拓定理）[2]设X、Y是两个Banach空间，

L 是指标为零的 Fredholm 算子， 是 X 中的有

界开集，N∶X → Y 在 上是 L 紧的，若下列条
件满足：

i）对于任意的 λ∈ (0, 1)，方程 Lx=λNx 的解满

足 ；

ii）对于任意的 ，QNx ≠ 0，其

中 N∶X → Y， Q∶Y → Y 均为连续映射；

iii）deg{JQN, Ω Ker L, 0} ≠ 0， 其 中 JQN∶

Ker L → Ker L；

则方程 Lx=λNx 在 内至少存在一个解。

为研究方便，引入以下记号：

 ， ，

其中 f(t) 是连续的 ω周期函数。

在给出主要结论之前，先作如下假设：

H1 对 ，有 ， ，b(t)>0，c(t)>0，

h(t)>0；

H2 ρeB<1， 其 中 ，

H3  ；

H4 。

定理 1 假设 H1~H4 都成立，则系统（2）至少

存在一个正周期解。

2 主要结论的证明

首先，考虑如下系统

      （3）

显然，若系统（3）存在周期解 ，则 

为系统（2）的周期解。

于是，接下来只需证明系统（3）存在周期解。

令

        

        

则当 ， 时，X

和 Z 在范数 下均为 Banach 空间。

设 L∶X → Z，N∶X → Z，且
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            ，

，

则系统（3）可以改写成 Lu=Nu，u∈X，Im L= 

。

显然，Ker L=R2 是 Z 的闭子空间，且 dim Ker L=
codim Im L=2。因此，L 是指标为 0 的 Fredholm 算子。

设 P∶X → X，Q∶Z → Z，且

 ，

 ，

P 和 Q 是两个连续的映射，则

          Im P=Ker L，Ker Q=Im L=Im(I-Q)。

此外，L 的广义逆算子
满足

        。

则 QN ∶X → Z，KP(I-Q)N ∶X → X 分别为：

， 

显然，QN 和 KP(I-Q)N 都是连续的。

根据引理 1，对于 ， 有界，

是紧致集。因此，对于 ，N

在 Ω上也是 L 紧的。

令 Lu=λNu，λ∈(0, 1)，于是有

  （4）

假设 是系统（4）的一个解，

λ∈(0, 1)，系统（3）在区间 (0, ω) 内满足

    ，     （5）

                 。             （6）

所以

 
。 （7）

由式（5）可知

                 。                    （8）

由式（8）及 u1(t) 的周期性，可得

，（9）

        
（10）

结合式（9）和（10），可得
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。

进一步利用微分中值定理，则 满足

  ，

所以

              ，            （11）

            。          （12）

对于 ，由式（7）（11）（12）和假

设 H2 可得

   。 

因为 ，所以

                  ， 。                  （13）

于是，由式（4）（5）和（13）可得

  

又由假设 H2 得

             。         （14）

若 ，则 (i=1, 2)，使得

 ， 。 （15）

由式（5）（15）及基本不等式 a2+b2 ≥ 2ab，有

    

又因 ，所以对 有

    。  （16）

于是

               。             （17）

由式（6）和引理 2 可知， ，使得

                       。

令 ξ-τ(ξ)=δ+kω，δ∈[0, ω]，k 为整数，则

                        。                    （18）

结合式（15）（17）和（18）可得

                ，

                。

因此

                 ，

                。

此外，由式（4）（6）和假设 H1 可知，对于

有

          

因此，对于 ，有

       

    

所以

          。                （19）

由式（4）（13）（19）可得，对于 有

      ，

         

又由假设 H2 得

   ，

                  。

所以

       。

又因为系统

                                  （20）
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存在唯一解 ，且 ， 

，其中 。

令 β=β2+β5+β6+β7+β0，其中 β0 足够大使得系统

（20）存在唯一解 ，且

                  。

显然，β不依赖于 λ，则

  ，

即引理 3 中的条件 i）满足。

若 ， 由 于

，所以 在 R2 中是一个常向

量，则

    ，

即引理 3 中条件 ii）满足。

令 ， ，则

所以引理 3 中条件 iii）满足。于是系统（3）至少存

在一个正周期解，因此系统（2）至少有一个正周期解。

证毕。

3 结语

本文研究了一类具有 Holling Ⅲ功能反应的时滞

食饵 - 捕食系统正周期解的存在性。考虑到多种因

素的综合影响，不可避免地会出现时滞现象，这对生

态系统将产生很大影响。于是，在原始模型基础上加

入了时滞因素，并利用 Mawhin 重合度理论中的延拓

定理，得到了新系统正周期解的存在性条件。
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