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摘　要：对一类具有收获率的 Holling-IV 型食饵 - 捕食者系统作定性分析，利用 Poincare 形式级数法、

Poincare-Bendixson 环域定理、Dulac 定理及分支理论等，得到了此系统平衡点的性态、正平衡点的焦点量、

极限环存在和不存在性的条件，并借助数学软件对主要结果进行了数值验证。
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A Qualitative Analysis of Two Groups of Holling-IV Biological 
Systems with Harvest Rate
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Abstract：A qualitative analysis has been made of a class of Holling-IV prey-predator systems with the harvest 
rate. By using Poincare formal series method, Poincare Bendixson ring domain theorem, Dulac theorem and branch 
theory, such statistics as the behavior of equilibrium point, the focus quantity of positive equilibrium point, the existence 
and nonexistence conditions of limit cycle can be obtained, with the main results to be verified via mathematical 
software.
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0 引言

生物数学，主要是通过建立数学模型，用数学方

法进行分析，研究种群之间发展变化规律的一个数学

分支。在日常生产中，养殖业者需要降低自己的养殖

成本，并且尽可能地提高自己的收益，但又不能顾

前不顾后，养殖者既希望能维持当下较高的收益，又

不破坏将来的收益，这就需要考虑在何时进行捕捞。

另外，人类的生存发展依赖于各种生物资源，而生物

资源的合理开发需要运用科学的方法进行管理，这体

现了研究具有收获率的种群生物捕食系统的重要性。

建立合理的生物种群模型，利用动力学方法进行定性
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分析，以更好地开发生物资源。

本文在部分已讨论的种群生物模型基础上，对一

类具有收获率的 Holling-IV 型功能反应生物模型进行

研究，为维持此类食饵 - 捕食者系统中两种群数量

在一定的平衡状态，提出相应的干预策略，从而保持

相应的生态平衡。

1 模型的建立

具有功能性反应捕食项的捕食者与食饵种群模

型，由于其广泛的应用性在生物数学方向吸引了许多

学者的关注，并且在具有 Holling-IV 型功能性反应函

数和收获率的种群模型的研究上，已经取得了诸多成

果 [1-8]。在实际情况下，人们会对食饵进行捕获或收获，

因此考虑食饵种群具有收获率的生态模型具有重要

意义。本文主要研究如下一类具有收获率的 Holling-
IV 型两种群生物系统：

               （1）

式中：x、y 分别为食饵和捕食者在时间 t 的种群密度；

r 为食饵内禀增长率；

k 为食饵的生存环境最大容量；

q 为对种群的收获率；

E 为对种群的捕捞强度；

d 为捕食者的死亡率；

qEx 表示线性收获率；

x/(k+x2) 表示 Holling-Ⅳ型功能反应函数。

由系统（1）的生态意义可知，a、b、c、d、E、k、

q 均为正常数，且只需在 内对

其进行研究。

2 模型的定性分析 
2.1 平衡点的稳定性分析

作时间变换 dt=(k+x2)dτ，且仍用 dt 表示 dτ，则

系统（1）可化为

  （2）              

式中：a1=ra-qE；
a2=rb；
a3=rc。
显然原点 (0, 0) 总是系统（2）的平衡点。

令 Φ(x)=a1-a2x-a3x
2， 则 Φ′(x)=-2a3x-a2。 由 于

x∈(0, +∞) 时，Φ′(x)<0，故 Φ(x) 是单调递减函数。

当 a1 ≤ 0 时，Φ(x)=0 没有正根；

当 a1>0 时，Φ(x)=0 存在一个正根：

                   。

因此系统（2）有平衡点 (x2, 0)。
记 Ψ(x)=-dx2+x-kd。当 Δ=1-4kd 2>0，即 4kd 2<1

时，Ψ(x)=0 有两个正根：

         。

从而 。

所以系统（2）存在正平衡点 的

充要条件为 。
显然，系统（2）对应的 Jacobian 矩阵为

                   ，

其中， 。

记 ，

因此有如下的定理 1。
定理 1 1）当 a1>0 时，O(0, 0) 为鞍点；当 a1<0

时，平衡点 O 始终是不稳定的。

2）当 4kd 2<1，a1>0 时，

Ⅰ）若 ，则 E(x2, 0) 为鞍点；系统（2）
只存在一个正平衡点 ，且

当 P>0 时， 为稳定的结点或焦点；

当 P<0 时， 为不稳定的结点或焦点；

当 P=0 时， 为中心或焦点。

Ⅱ）若 x2< ，则 E(x2, 0) 为稳定的结点或焦点，

且系统（2）不存在正平衡点。

Ⅲ）若 x2> ，则 E(x2, 0) 为稳定的结点或焦点，

且系统（2）存在两个正平衡点 和 ，

其中 Q 的类型与Ⅰ）相同，而 是鞍点。
证明 1）当 a1<0 时，总有 trJ(0, 0)<0，detJ(0, 0)=

ka1-kd<0，故平衡点 O(0, 0) 始终是不稳定的。当

a1>0 时，detJ=k2da1<0，故平衡点 O(0, 0) 是鞍点。

2）当 4kd 2<1，a1>0 时， , x2, 的可能位置关

系如图 1 所示。

Ⅰ） 若 <x2< 时，由图 1a 可知： ，

， ，且 ，Ψ(x2)>0，此时系

统（2）只有平衡点 E(x2, 0) 和平衡点 。

  因为 ，且

。所以 ，
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而 P 的正负性不定。从而当 P>0 时， 为稳定

的结点或焦点；当 P<0 时， 是不稳定的结点

或焦点；当 P=0 时， 为中心或焦点。

又因为 ，故 E(x2, 
0) 为鞍点。

Ⅱ）当 0<x2< 时，由图 1b 可知： ，

，Ψ(x2)<0 和 ，此时系统（2）只有
平衡点 E(x2, 0)。

因 detJ(x2, 0)>0，trJ(x2, 0)<0，故 E(x2, 0) 是稳定

的焦点或结点。

Ⅲ） 当 x2> 时， 由 图 1c 和 图 1d 可 知：

，Ψ(x2)<0， >0和 >0，此时系统（2）
有平衡点 E(x2, 0) 和两个正平衡点 、 。

由Ⅱ）可知 E(x2, 0) 是稳定的焦点或结点；由Ⅰ）

知 为中心或焦点。

因 为 ，

则由平衡点类型判别定理 [1] 知 为鞍点。

下面给出定理 1 的数值仿真结果。

Ⅰ）当 a1=3，a2=1，a3=0.5，k=20，d=0.1，系统（2）
的初始条件分别为 [3, 5]，[4, 4]，[1, 6] 时的相位图如

图 2 所示。此时 x2=1.645 8， =2.763 9，x2< ，由

图像观察到 E(x2, 0) 为稳定的结点或焦点，与定理 1
的结论相吻合。

Ⅱ）当 a1=2，a2=0.05，a3=0.05，k=20，d=0.1，
初始条件为 [10, 10] 时，系统（2）的相位图及解曲

线图分别如图 3 和图 4 所示。经计算得 x2=5.844 3， 

=2.763 9， =7.236 1 及 P=16.753 9>0，易知 <
x2< 。由图 3 观察到 为稳定的结点或焦点，
与定理 1 的结论相吻合。

图 2 点 E 对应的相位图

Fig. 2 Corresponding phase diagram of point E

图 3 点 Q 稳定状态下的相位图

Fig. 3 Phase diagram in the stable state of point Q

d）x2> > >0（二）

图 1 , x2, 可能的位置关系图

 Fig. 1 Possible location diagram of , x2, 

b）0<x2<

c）x2> > >0（一）

a）0< <x2<
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Ⅲ）当 a1=1，a2=0.05，a3=0.05，k=10，d=0.1，
初值为 [1, 6] 时，系统（2）的相位图如图 5 所示。

经过计算可以得出 x2=4， =1.127 0， =8.873 0，
且 P=0.169 3 >0， <x2< 。根据定理 1 可知，平衡

点 应为不稳定的结点或焦点。由图 5 可以观

察到 周围存在稳定的极限环，因此 为

不稳定的结点或焦点，与定理 1 的结论相吻合。

2.2 中心焦点的判别

定理 2 当 4kd 2<1，a1>0， <x2< 时，若 P=0，
则有

Ⅰ）当 W<0 时， 为一阶不稳定细焦点；

Ⅱ）当 W=0 时， 可能是二阶细焦点；

Ⅲ）当 W>0 时， 为一阶稳定细焦点。

其中： ； ，

， ，

， ， ；

。

证明 当 P=0 时，作平移变换：X=x- ，Y=
y- ，dτ=- dt，从而将平衡点 平移至原点。

仍用 x、y、t 表示 X、Y、τ，则系统（2）可化为

  

又因 ，再作如下变量变换：X=x，

， 。仍将

X、Y、τ 记为 x、y、t，则上述系统可化为

              （3）

式中： ；

。

作形式级数： ，其中

Fk(x, y) 为 x 和 y 的齐次多项式。

令 ，则

         
（4）

由式（4）中的三次项和四次项为 0，则能确定 F3、

F4。

记 -H3(x, y)=2xP2(x, y)+2yQ2(x, y)，则

      H3(x, y)=-2Dx3-(2M+2J)x2y+2Kxy2。

记 F3(x, y)=b0x
3+b1x

2y+b2xy2+b3y3，则

b）捕食者数量

图 4 食饵 - 捕食者系统的解曲线图

Fig. 4 Solution curve of the prey-predator system

图 5 点 Q 不稳定状态下的相位图

Fig. 5 Phase diagram in the unstable state of point Q

a）食饵数量
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由 可得

比较上式两端的系数可得

。

从而

     

式中：A1=2(K2-2DK)；
A2=2(2D2-M2-EJ-DK)；
A3=2(L+2DM+2DJ-K)；
A4=2(F-DM)。
作极坐标变换：x=r cos θ，y=r sin θ，则

          

由Poincare中心焦点判别法知，当W>0时，O(0, 0)
是系统（3）的一阶不稳定细焦点。考虑作时间变换

，因此，当 W<0 时， 为一阶不稳定

细焦点；当 W=0 时， 可能是二阶细焦点；当

W>0 时， 为一阶稳定细焦点。

2.3 极限环的不存在性

定理 3 若系统（2）满足以下条件中的任意一个，

则系统（2）在第一象限内不存在奇异闭轨线或任何

闭曲线。

Ⅰ）a1 ≤ d，ka2 ≥ 1；
Ⅱ）a1 ≤ ka3；

Ⅲ） a1>ka3， ，其中 f(x)、 分别由式（5）
和（6）给出。

证明 Ⅰ）由 Poincare 切性曲线法，作曲线族

F(x, y)=ln x+ln y=c，其中c为任意非零常数。由系统（2）
可知，在区域 G 上，F(x, y)∈C′(G)。又因为

其中 B1=k(a1-d)，B2=1-ka2，b3=a1-d-ka3。所以，当

a1<d，ka2 ≥ 1 时， <0，且系统（2）的整条轨

线并不被 =0 包含。因此系统（2）在第一象限

内不存在奇异闭轨线或者任何闭曲线。

为了证明Ⅱ）和Ⅲ）的结论，作 Dulac 函数

                           B(x, y)=x-1y-1。

根据系统（2），对 ，有

        

当 a1 ≤ ka3 时，Γ ≤ 0。若 a1>ka3，则记

           f(x)=-ka2+2(a1-ka3)x-3a2x
2-4a3x

3，       （5）  
从而有

              f ′(x)=2(a1-ka3)-6a2x-12a3x
2。

由于 ，所以 f′(x)=0 有

两个不同的实根 、 ，其中

           

且 、 是 f (x) 的拐点。
又 f (0)<-ka2<0，由导数和函数图像间的关系可

知，当 ，且 x ≥ 0 时，f (x) ≤ 0。从而当

x ≥ 0、y ≥ 0 时，可得

                           Γ =f (x)/y ≤ 0。

由 Dulac 定理知，当 a1 ≤ ka3 或 a1>ka3、 ≤ 0

时，系统（2）在第一象限内不存在奇异闭轨线或任

何闭曲线。

下面给出定理 3 的数值仿真，系统（2）的相位

图如图 6 的所示。

a）满足条件 Ⅰ）
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Ⅰ）当 a1=0.15，a2=0.005，a3=0.000 5，d=0.2，
k=300 时，a1 ≤ d，ka2 ≥ 1，相位图如图 6a 所示。

Ⅱ）当 a1=0.1，a2=0.05，a3=0.05，k=25，d=0.1 时，

a1 ≤ ka3，相位图如图 6b 所示。

Ⅲ）当 a1=4，a2=0.05，a3=0.1，k=30，d=0.1 时，

a1>ka3， =-0.006 ≤ 0，相位图如图 6c 所示。

对比定理 3 可知，图像结果与定理 3 的结论相吻

合，不存在闭轨。

2.4 正初始解的有界性

记 g(x)=a1-a2x-a3x
2， ，a1=ra-qE，

a2=rb，a3=rc。则系统（1）可化为

                                          （6）

考虑到生物种群的实际意义，g(x) 应该满足如下

条件：

H）存在 x2>0，使得 g(x2)=0；当 x ≥ 0 时，g′(x)<0，
g(0)=a1=ra-qe>0。 

定理 4 若条件 H）满足，且系统（6）的初始

条件满足 x(0)>0，y(0)>0，则系统（6）的解是有界的。

证明 Ⅰ）当 0<x(0)<x2 时，则有 x(t)<x2；反

之若 x(t)>x2，由 x(t) 的连续性，则存在 t1>0，使得

x(t1)=x2，且 x′(t1) ≥ 0，这与

                  
矛盾。因此 x(t)<x2 成立。

Ⅱ）当 x2<x(0) 时，由上述条件 H 知，存在如下

两种情形：一是 x(t) 一直减少到某个大于等于 x2 的

常数；二是 满足 x(t2)<x2，从而当 t ≥ t2 时，

x(t)<x2，所以 。
Ⅲ）将系统（6）的两个方程相加可得

           

求解上式得

，

其中 。
由于 x(t)、g(x) 有界，从而 y(t) 有界。

综上所述，即当 x(0)>0，y(0)>0 时，系统（6）
的解 x(t)、y(x) 有界。

2.5 极限环的存在性

定理 5 若 是不稳定焦点或结点，即

4kd 2<1，a1>0， <x2< ，P<0 时，则系统（2）在
G 内存在极限环。

证明 作直线 ，则在 G 内当 y>0 时，

                         ，

L1 是无切直线，系统（2）的轨线自右而左穿过 L1。

再作直线 ，K 为大于 0 的

常数，则对系统（2）有 

当 n 充分大时，dL2/dt<0，故 L2 是无切直线，轨

线自上而下穿过 L2。由于 x=0，y=0 均是系统（2）
的轨线，而 是不稳定的，根据 Poincare-
Bendixson 环域定理知，系统（2）在 附近存

在极限环。

下面给出定理 5 的数值仿真。

对于系统（2），当 a1=4，a2=0.05，a3=0.1，k=20，d=0.1

时，计算得到 x2=6.07， =2.76， =7.23，P=-1.282，
满足定理 5 的条件。此时 4kd2<1，a1>0， <x2< ，
P<0，系统应存在极限环。

c）满足条件Ⅲ）

图 6 3 种情况下的相位图

Fig. 6 Phase diagrams under three conditions

b）满足条件Ⅱ）
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图 7 是系统（2）初值分别为 [6, 70] 和 [2.8, 85]
时的相位图。由图 7 可知，系统存在极限环。

2.6 Hopf 分支

定理 6 Ⅰ）当 4kd 2<1，a1>0， <x2< ，W>0 时，

若 满足 -δ1<P<0，则系统（2）在 的

某一个小邻域内至少存在一个极限环，若该极限环唯

一，则该极限环为稳定环。

Ⅱ）当 4kd 2<1，a1>0， <x2< ，W<0 时，若

满足 0<P<δ2，则系统（2）在 的某

一个小邻域内至少存在一个极限环，若该极限环唯

一，则该极限环为不稳定环。 
证明 Ⅰ） 当 W>0，P=0 时，由定理 2 可知

为系统（2）的一阶稳定细焦点，所以在

点 的周围，系统（2）的轨线盘旋逼近点

。若系统（2）的参数做微小的扰动，使得

P<0 时，由定理 1 知，平衡点 变成不稳定的，

导致点 在一定的小邻域内的轨线盘旋离开点

而构成 Bendixson 环域的内境界线。由解关

于参数的稳定性可知，平衡点 外围轨线只是

做了微小的扰动，从而构成 Bendixson 环域的外境界

线。根据 Bendixson 定理，系统（2）在 的某

一个小邻域内存在极限环，如图 8 所示。

Ⅱ） 当 W<0，P=0 时，由定理 2 知 为系

统（2）的一阶不稳定细焦点，所以在点 的周

围，系统（2）的轨线盘旋远离点 。若系统（2）
的参数做微小的扰动，使得 P>0 时，由定理 1 知，

平衡点 变成稳定的，导致点 在一定的

小邻域内的轨线盘旋逼近点 而构成 Bendixson
环域的内境界线。由解关于参数的稳定性可知，平

衡点 的外围轨线只做了微小的扰动，从而构

成 Bendixson 环域的外境界线。根据 Bendixson 定理，

系统（2）在 的某一个小邻域内存在不稳定的

极限环。

3 结论

由定理1、定理2、定理5和Hopf分支理论 [9]可知，

系统（2）只存在一个正平衡点时，在一定条件下，

两个生物种群能够趋于周期平衡状态。但在一定条

件下，系统会存在两个正平衡点，此时，当初始状

态食饵种群数量保持在某个范围内时，捕食者种群

将会逐渐灭绝，导致生态恶化。因此对于该类食饵 -

捕食者系统，在食饵种群数量达到一定的范围时，应

b）初值为 [2.8, 85] 时
图 7 具有极限环的相位图

Fig. 7 Phase diagram with a limit cycle

b）扰动后状态

图 8 系统（2）的极限环

Fig. 8 Limit cycle of system（2）

a）扰动前状态

a）初值为 [6, 70] 时
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当对食饵种群进行干预（即进行适当的收获），从而

使两个种群数量维持一定的平衡。
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