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基于改进的 Lyapunov 泛函的时变时滞系统稳定判据

李 佳，陈 刚，肖会芹

（湖南工业大学 电气与信息工程学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：针对时变时滞系统的延迟依赖稳定性问题进行了研究。选取一个合适的 Lyapunov 泛函，把

Lyapunov 函数中某些积分项进行修改并增加一个积分项；通过将基于自由矩阵积分不等式得到的部分矩阵

的松弛条件，与二阶 Bessel-Legendre 积分不等式相结合来得到改进的结果。数值实例验证了此方法的保守

性和优越性。
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On the Stability Criteria for Time-Varying Delay Systems Based on
Improved Lyapunov Function
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Abstract：An investigation has been conducted on the flaw of delay-dependent stability found in time-vary 
delay systems, followed by the selection of a suitable Lyapunov function, with a modification of some integral terms 
in Lyapunov function and the addition of an integral term. The improved results can be obtained by combining the 
relaxation conditions of partial matrices based on free matrix integral inequalities with the second-order Bessel-
Legendre integral inequalities. The conservativeness and superiority of this proposed method can be verified by 
numerical examples.
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1 研究背景 
无论是在现实生活中，还是在自然界中，亦或是

控制的任何领域，时滞现象无处不在。因此，在过去

的 20 多年中，时滞在控制领域中成为了热门的研究

对象，到目前为止已经有较多文献对其提出了不同的

解决方案。

众所周知，时滞的存在往往会引起系统的振荡、

系统性能的恶化甚至不稳定，因此对时滞系统的稳

定性分析在实验阶段之前就要求很高。在时滞系统
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稳定性研究上，最需要解决的问题是降低系统稳定

判据的保守性。因此，在已有的文献中，大部分研

究者所提出的方法是使时滞的最大允许上界尽可能

大，这种方法便能有效降低时滞系统稳定判据的保

守性 [1-4]。在解决最大允许上界的方法中，主要有：

自由加权矩阵法 [5]、时滞分割法、自由矩阵积分不等

式法 [6]、Jensen 不等式法、Wirtinger 积分不等式法、

二阶 Bessel-Legendre 不等式法 [7] 等。这些方法都有

一个共同点：在 Lyapunov 函数中的所有矩阵，即函

数的每一项都必须是正定的，这会为系统稳定分析带

来一定的局限性。

Xu S. 等 [8] 在降低系统稳定判据保守性的问题上

提出了新的方法，可以在有效降低保守性的同时，还

允许在恒定时滞区间内的矩阵 P 非正定。之后，文

献 [9] 中的引理对此做了进一步的改进，即选取一个

合适的 Lyapunov 函数，再基于自由矩阵不等式，得

到函数中部分矩阵的松弛条件，单项积分函数的对称

矩阵不再要求必须正定。

本文在改进 Lyapunov 函数的基础上，利用文献

[9] 的方法以及二阶 Bessel-Legendre 不等式和一个等

于零的恒等式，得到时变时滞系统的稳定判据且有效

降低了其保守性。由于在选取 Lyapunov 函数时没有

约定俗成的规定，因此本研究在对 Lyapunov 函数中

的某些积分项进行修改后只额外增加了一个积分项。

考虑一个时变时滞系统

   。 （1）

式中：A, B为具有合适维度的矩阵；

x(t)∈Rn 为状态向量；

为初始状态，是给定的向量值函数；

h(t) 为时变时滞，且0≤h(t) ≤h， ，

其中 h 和 恒定。

2 主要结论

主要符号说明： 表示矩阵 C 的正交补；

；* 表示分块矩阵的对称矩阵；I 和

0 分别表示单位矩阵和零矩阵；S>0 表示 S 是对称正

定矩阵。

为了得到主要结论，先给出以下引理。

引理 1[9] 给 定 系 统（1） 一 个 正 定 的 常 量

h， 如 果 存 在 正 定 矩 阵 ， 对 称

矩 阵 和 ， 任 意 矩 阵

，满足线性矩阵不等式

                    ，             （2）

               。       （3）

当 0 ≤ h(t) ≤ h 时，函数

       

正定。其中：

        

而 ，

，

，

，

，

；

        

。  

引理 2[10] 对于任意常实数矩阵 ，两

个标量 r1、r2，且 r1<r2，定义的可导函数ω:
满足

  。

其中： ；

，而 ，

，

  

引理 3[11] 给定向量 ζ∈Rn，以及矩阵 Δ=ΔT∈

Rn×n 和 ；下列不等式等价：

1） ；

2） 。

根据引理给出新的稳定判据，在导出主要结论之

前，先定义如下向量：
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      。

定理 1 对于给定的一个连续常量 h>0，如果存

在矩阵 P∈R8n×8n，Qi∈R5n×5n(i=1, 2)，R∈Rn×n，对

称矩阵 S∈R5n×5n，H∈R11n×n，满足线性矩阵不等式

                       ，                    （4）

则系统（1）是渐进稳定的。其中：

，

而 ，

，

，

， ，

，

，

 

，

，

，

，

，

，

，

，

，

， 。 
证明 选取一个合适的 Lyapunov 函数

  

（5）

当 S>0 且 R>0 时， 根 据 引 理 1， 易 证 函 数

V(t)>0。
对 V(t) 求导，得

    

应用引理 2，将上式的积分项进行处理得

，（6）

。（7）

此外，在 中再加入一个等于 0 的恒等式

            ，           （8）

式中 。

由式（5）~（8）可得

                       。

根据引理 3，当定理 1 中的式（4）成立时，

线 性 矩 阵 不 等 式（4） 等 价 于 <0，
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，这意味着 <0 成立。根据
Lyapunov 稳定性定理，系统（1）渐进稳定。证毕。

注释 1 大多数文献都要求 Lyapunov 函数为正

定函数时其所涉及的所有矩阵都必须是正定的，但本

文在论证的过程中引用了文献 [9] 的方法，即并不要

求所有的矩阵正定，这为矩阵 P 只需要对称而不需

要 P>0 提供了一个松弛条件。

注释 2 引理 2 的应用是降低时变时滞系统稳定

判据保守性的主要原因。另外，时变时滞系统稳定判

据的推导不仅需要利用积分不等式，还需要构建一个

合适的 Lyapunov 函数。

3 数值算例

考虑系统（1）和参数

              ， ， 

当采用本文方法或文献 [9][12][13] 的方法分析时，所

得结果如表 1 所示。

在表 1 中对时滞的最大允许上界进行了比较，可

知本文的结果要比表中文献 [9][12][13] 所得结果要

好，这说明了本文方法的有效性和优越性。

4 结语

本文在对 Lyapunov 函数进行改进的基础上，根

据所提出的引理，对所给的不等式进行论证。并且通

过数值实例证明，在松弛条件与二阶 Bessel-Legendre
不等式以及恒等于 0 的等式相结合的条件下，本文的

结果具有较好的保守性。
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表 1 当 不同时，不同方法所得的
最大允许上界 h

Table 1 Maximal allowable upper bound h values with 

方法

文献 [12]
文献 [13]
文献 [9]
本文

最大允许上界 h

=0

6.059 0
6.059 0
6.168 9

=0.1
4.811 0
4.788 0
4.825 7
4.891 2

=0.2
4.101 0
4.060 0
4.127 4
4.167 6

=0.5
3.061 0
3.055 0
3.113 1
3.110 4

=0.8
2.612 0
2.615 0
2.676 3
2.636 1


