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改进型 Bessel-Legendre 不等式

在时滞系统稳定性上的应用

刘晓桂，王 炜

（湖南工业大学 电气与信息工程学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：改进型 Bessel-Legendre 不等式具有在时变时滞系统中易于处理的优点，且克服了基于辅助函

数的积分不等式与 Bessel-Legendre 不等式由于在结果的界定上具有逆凸性从而导致这两个不等式在处理

时变时滞系统时不易处理的弱点。首先，通过构造合适的 Lyapunov-Krasovskii 泛函，并应用这种改进型

Bessel-Legendre 不等式处理泛函导数中的积分项，建立了一个新的时滞系统鲁棒稳定性判据。然后，通过数

值实例进行了仿真验证，并将仿真结果与其它已有文献中的仿真结果进行了对比，得知所提方法的系统最大

允许时滞上界明显优于其它文献中的结果，可见系统的时滞稳定裕度得到本质上的改善，从而证明了所提方

法的有效性与优越性。
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Application of Improved Bessel-Legendre Inequality to 
the Stability of Time-Delay Systems

LIU Xiaogui，WANG Wei
（College of Electrical and Information Engineering，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：The improved Bessel-Legendre inequality is characterized with such an advantage as being easy to deal 
with in time-varying delay systems, which overcomes the flaws of the integral inequality based on auxiliary functions 
and the Bessel-Legendre inequality in dealing with time-varying delay systems due to their inverse convexity in the 
definition of results. A new robust stability criterion for time-delay systems has thus been established by constructing 
appropriate Lyapunov-Krasovskii functional and applying the improved Bessel-Legendre inequality to deal with the 
integral terms in the functional derivatives. Finally, a numerical example is given to verify the simulation results, which 
are then compared with those in the existing literature. The results show that the upper bound of the system maximum 
allowable time-delay of the proposed method is obviously superior to the results in other literature. It can be seen that 
the time-delay stability margin of the system has been improved substantially, which further proves the effectiveness 
and superiority of the proposed method.
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1 研究背景

时滞现象普遍存在于生活中的各个领域，而它的

存在会对系统的稳定性产生一定的影响 [1-5]。如冶金

工业、智能电网、钻井工程、交通系统等方面都存在

着信息传输、信息处理与网络阻塞等现象。这些现象

的存在会对系统的正常性能产生不良影响，甚至使整

个系统瘫痪。因此，对时滞系统的研究具有一定的现

实意义。

目前，国内外越来越多的科研人员正从事着时

滞相关稳定性的研究工作，同时也推导出了大量的

时滞相关稳定性判据。如文献 [4] 指出，在保证系统

稳定的前提下，获得最大时滞稳定裕度是其研究的

关键所在，主要是通过 Lyapunov-Krasovskii 泛函的

选取和泛函导数中积分项的界定方法进行改善。而

Lyapunov-Krasovskii 泛函求导过程中所产生的积分项

的界定是当前该方向研究面临的一大难题。目前对

这一问题主要有 3 类解决方法：模型变换法 [6]、自由

权矩阵法 [7] 与积分不等式法。其中积分不等式法又

包括 Jensen 不等式法 [8]、Wirtinger 积分不等式法 [9]、

Bessel-Legendre 不等式法 [10]、基于自由矩阵积分不

等式法 [11] 与辅助函数的积分不等式法 [12-15] 等。以上

各方法的提出，为今后对时滞系统的研究工作奠定了

坚实的基础。

本文拟在时域范围内，针对时变时滞线性系统的

经典模型与相关约束条件，应用鲁棒控制理论分析系

统的稳定性问题。选取了合适的 Lyapunov-Krasovskii
泛函，并应用最新提出的改进型 Bessel-Legendre 不等

式方法对泛函导数中的积分项进行了处理，推导出了

系统的稳定性判据。最后，通过数值实例仿真验证，

并将仿真结果与其它已有文献给出的仿真结果进行对

比，得知本文方法具有一定的优越性。

本文标号： n×m 与 n 分别代表实数域的 n×m
阶矩阵空间与 n 维向量空间；上标“T”和“-1”分

别代表矩阵的“转置”与“逆”；“I”和“0”分别

代表合适维度的单位矩阵和零矩阵；文中符号 代

表二项式系数，等价于 ； 代表非负整数集；

同时 Sym{X}=X+XT；diag(…) 代表对角矩阵；P>0 意

味着矩阵 P 是对称与正定的。

2 系统描述

给出时变时滞线性系统的一般形式如下：

                  （1）

式中：x(t) ∈ n，是状态向量；

  A、Ad 为系统矩阵；

  h(t) 是满足约束条件 0<h1<h(t)<h2 的时变时滞函

数，其中 h1、h2 为常数；

  (t) 是初始状态，它是一个向量值函数。

为建立本文的主要结论，需要用到以下引理。

引理 1[16] 给定一个矩阵 R=RT>0，存在一个矩

阵 X，向量值函数 在区间 [a, b] → n 上是连续
可微的，并且对于任意整数 ，有如下的不等式

（2）成立

          。          （2） 

式中

其中

，且

，

其中，

，且

   

Keywords：time-varying delay；Lyapunov-Krasovskii functional；robust stability criterion；Bessel-Legendre 
inequality
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。

3 主要结论

本节基于改进型 Bessel-Legendre 不等式方法，

建立了具有更小保守性的系统稳定判据。给定变量与

矩阵的定义如下：

；

；

；

；

；

；

；

  ；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

；

e0 = Ae1+Ade3；

h12 = h2 - h1。

下面给出系统的稳定判据。

定理 1 给定标量 h1、h2 >0，这个系统（1）是渐近

稳定的，若存在矩阵 P（∈ 7n×7n）>0、S1（∈ 6n×6n）>0、

S2（∈ 6n×6n）>0 和 R1、R2（∈ n×n）>0，任意矩阵

N1、N2 （∈ 16n×2n）>0、Z1、Z2 与 Z3（∈ 4n×3n）>0，

对于条件 0< h1 <h(t) <h2，有下列不等式成立：

      ，          （3）

       。        （4）

式（3）（4）中
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上式中：

，

其中，

                 ，

 

，

其中，

                          ，

 

； 

；

； 

；

  

；

，

其中，

 

 

； 

 

 

 

证明 选取下面的 Lyapunov-Krasovskii 泛函

当 P>0、S1>0、S2>0、R1>0 与 R2>0 时，该函数正定，

即 V(xt)>0。对 V(xt) 求导可得：

 

由引理 1 可得： 

 

又由于

      （5）
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所以有

                 
其中：

  

 应用 Schur 补引理，Ψ(h(t)) 等价于不等式（3）

与（4），这就意味着 ，所以系统（1）是

渐近稳定的。证毕。

4 数值算例

例 1 考虑系统（1），其中：

                      

                      。

这是一个经典的实例，经常出现在其它时滞相

关研究文献中，应用本文给出的定理可以看出，当

h1 给定不同值时，系统（1）在满足约束条件 0 < h1 < 
h(t) < h2 的情况下，系统的时滞稳定裕度为 h2。将数

值仿真结果与其它相关文献的仿真结果进行对比，结

果如表 1 所示。

从表 1 所示仿真结果数据中可以看出，当 h1 给

定不同的值时，系统最大允许时滞上界 h2 的结果均

明显优于其它文献中的结果。可见，通过仿真数值对

比，证明了应用本文给出的方法，能让系统（1）具

有更小的保守性。

例 2 考虑系统（1），其中：
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将数值仿真结果与其它文献的仿真结果进行对

比，如表 2 所示。

从表 2 所示的仿真结果中可以得知，应用本文提

出的方法能让系统（1）的时滞稳定裕度得到本质上

的改善，说明本文方法相比其它文献给出的方法具有

显著的优越性。

4 结语

本文基于改进型 Bessel-Legendre 不等式方法，

应用此不等式在时变时滞系统中对泛函导数积分项

进行界定时不含逆凸性而易于处理的优势，结合经

典线性系统模型的一般形式及系统相关约束条件，选

取合适的 Lyapunov-Krasovskii 泛函，推导出了系统

的一个新的时滞相关稳定判据，再结合数值实例进

行仿真验证，参照其它文献中的仿真结果进行对比，

得知本文方法的系统最大允许时滞上界 h2 的结果明

显优于其它文献中的结果，即其能让系统的时滞稳定

裕度得到本质上的改善，可见本文的方法具有显著的

优越性。
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