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基于正弦函数的多涡卷吸引子及其动力学分析
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（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：在 tang 设计的一个利用简单的正弦函数生成多涡卷混沌吸引子模型的基础上，首先，对该系统

进行了基本的动力学分析，即根据每个平衡点对应的 Jacobian 矩阵计算出的特征值判定平衡点的稳定性，并

利用相空间容积变化率对系统的耗散性进行了分析。然后利用 Lyapunov 指数和维数以及庞加莱截面图对系

统进行了数值仿真分析，探讨了不同的参数变化对系统基本动力学特性的影响，为合理地选取系统参数提供

了理论依据。
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 A Dynamic Analysis of Multi-Scroll Attractors Based on the Sinusoidal Function

PENG Zhijun，TANG Qiong，CHEN Shuo，SONG Shuang
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：Based on tang design of a multi-scroll chaotic attractor model using a simple sinusoidal function, 
firstly, a basic dynamic analysis has been carried out of the system, with the stability of the equilibrium point determined 
according to the eigenvalues calculated by Jacobian matrix corresponding to each equilibrium point, followed by an 
analysis of the dissipation of the system by using the phase space volume change rate. Secondly, a numerical simulation 
analysis of the system can be made by using Lyapunov exponent, dimension and Poincare section diagram, with a 
tentative inquiry into the influence of different parameters on the basic dynamic characteristics of the system, thus 
providing a theoretical basis for the reasonable selection of system parameters.
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0 引言

混沌吸引子的多样性极大地丰富了混沌系统，

相较于双涡卷混沌吸引子，多涡卷混沌吸引子具有

更复杂的混沌动力学行为，它的应用前景更加广泛。

由于混沌吸引子在混沌信息处理、混沌神经网络以



7

及混沌保密通信等方面有着较高的应用价值，因此，

关于混沌吸引子的产生、控制等方面的研究已成为混

沌领域的一大研究热点。

近年来，国内外相关研究人员通过构造不同的

非线性函数以产生多涡卷混沌吸引子。在该领域中，

科研工作者们先后提出了利用正弦函数、双曲正切函

数、阶跃函数序列等构造非线性项以产生多涡卷混

沌吸引子 [1-7]。目前，采用新型器件忆阻器设计忆阻

型混沌电路成为混沌电路设计领域的一大研究热点。

文献 [8-13] 分别在不同的系统中引入了忆阻器，构

造了多涡卷混沌系统。虽然已有大量文献对多涡卷混

沌吸引子的产生进行了研究报道，但对于新构造的多

涡卷混沌模型进行动力学分析方面的研究还比较少。

因为多涡卷混沌吸引子具有更为复杂的动力学行为，

所以对不同非线性函数构造的多涡卷混沌系统进行

动力学分析十分必要。

本文拟对文献 [1]中的模型进行基本动力学分析，

并根据参数的范围讨论混沌的形成过程，探讨不同参

数对系统基本动力学特性的影响，以期为合理选取系

统参数提供理论参考依据。

1 改进的蔡氏电路模型

根据文献 [1]，利用正弦函数代替非线性项改进

的蔡氏电路，其状态方程可表示为

                                               （1）

其中

   （2）

式（1）（2）中：

  α、β、a、b、c 均为大于零的参数；

  n=c+1，其中 n 表示该系统产生涡卷的个数；

  d 为特定常数，当 n 为奇数时，d=π；当 n 为偶数

时，d=0。
当 α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11 时，该系统

可以生成单方向多涡卷混沌吸引子。当 c 分别取 1, 2, 
8 时，系统（1）分别生成 2 涡卷、3 涡卷和 9 涡卷的

混沌吸引子，其相图如图 1 所示。

由图 1 可以得知，固定其他参数不变，仅通过改

变参数 c、d 的取值，系统（1）能够产生不同涡卷数

量的混沌吸引子。

2 动力学分析

2.1 平衡点稳定性分析

为求解系统的平衡点，令式（1）右边等于零，

可得到以下方程组：

c）9 涡卷吸引子

图 1 系统（1）单方向多涡卷混沌吸引子相图

Fig. 1 Unidirectional multi-scroll attractor
phase diagram of system (1)

a）2 涡卷吸引子

b）3 涡卷吸引子
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                                                （3）

系统的平衡点为（xeq，0，-xeq），其中 xeq 为非

线性函数 f (x) 的零点。当 x ≥ 2ac 时，xeq=2ac，故平

衡点为 P1(2ac, 0, -2ac)；而当 x≤-2ac 时，xeq=-2ac，
此时的平衡点为 P2(-2ac, 0, 2ac)；当 |x|<2ac 时，

，则平衡点为 ，

其中 k=0, ±1, …，且 k<|c|。
系统（1）线性化的 Jacobian 矩阵为

                  ，                （4）

其中

       

下面根据每一个平衡点对应的 Jacobian 矩阵计算

出相应的特征值，进而判定平衡点的稳定性 [14]。

2.1.1 平衡点 P1(2ac, 0, -2ac) 或 P2(-2ac, 0, 2ac) 的稳

定性

系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处的特征方程为

 。（5）

将 α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11 代入式（5），

解得其特征值如下：λ1=-3.068 1，λ2=0.315 4-2.541 5i，
λ3=0.315 4+2.541 5i。其中，一个实特征根小于 0，两

个共轭复特征根的实部都大于 0，因此，这两个平衡

点都为指标 2 的鞍焦点，对应的系统轨迹为涡卷。

2.1.2 平衡点为 的稳

定性

当 d=0 和 d=π 时，系统（1）在平衡点 P3 处的

特征方程相同，为

                      λ3+A1λ
2+A2λ+A3=0，

式中： ；

；       

。

下面考虑 k 的取值，若 k 为奇数，系统的特征方

程与式（5）一致，故此时平衡点 P3 为指标 2 的鞍焦

点；若 k 为偶数，则系统的特征方程为

     。

                                                                             （6）
将 α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11 代入式（6），

解得其特征值如下：λ1=2.647 6，λ2=-1.105 1-2.525 7i，
λ3=-1.105 1+2.525 7i。其中，一个实特征根大于 0，
两个共轭复特征根的实部均小于 0。因此，这个平衡

点均为指标 1 的鞍焦点，对应的系统轨迹为连接两个

涡卷之间的键带。

综上所述，可知系统的 3 个平衡点都是不稳定的

鞍焦点。

2.2 耗散性分析

系统（1）的相空间容积变化率为

            。

当 |x| ≥ 2ac 时，

                        ，

可见，此时系统是耗散的；

当 |x|<2ac 时，

                ，

可知系统（1）的耗散性与 x 的取值有关，下面讨

论 x 的取值。其中，参数 α=10.814，β=14，a=1.3，
b=0.11。

1）当 d=0 时，n 为偶数，c 为奇数。这里取 c=1，
则 |x|<2.6。当

                        

时，系统（1）是耗散的，解得：

     x∈(-2.6，-0.663 2) ∪ (0.663 2，2.6)。
同理，取 c=1，要使 =0，则应有 x=-0.663 2

或者 x=0.663 2，此时系统（1）是保守的，而要使得

>0，则应有 x∈(-0.663 2，0.663 2)，此时系统（1）
是扩张的。

综合以上分析，可以得到如下定理 1。
定理 1 当 α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11，并

且取 c=1，x=-0.663 2 或 0.663 2 时，有 =0，此时
系统（1）是保守的；当其他条件不变，而 x∈(-∞，

-0.663 2) ∪ (0.663 2，+∞) 时，有 <0，此时系统（1）
是耗散的；当其他条件不变，而 x∈(-0.663 2，0.663 2)
时，有 >0，此时系统（1）是扩张的。

2）当 d=π 时，n 为奇数，c 为偶数。这里取

c=2，则 |x|<5.2。当
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时，系统（1）是耗散的，解得：

x∈(-5.2，-3.263 2) ∪ (-1.936 8, 1.936 8) ∪
     (3.263 2, 5.2)。
同理，取 c=2，当 =0，x 取-3.263 2 或-1.936 8 

或 1.936 8 或 3.263 2 时，系统（1）是保守的；当

>0，x∈(-3.263 2，-1.936 8) ∪ (1.936 8，3.263 2)
时，系统（1）是扩张的。

综合以上分析，可以得到如下定理 2。
定 理 2 当 α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11 时，

并且取 c=2，x 为 -3.263 2 或 -1.936 8 或 1.936 8 或

3.263 2 时，有 =0，此时系统（1）是保守的；当

其他条件保持不变，而 x∈ (-∞，-3.263 2)∪ (-1.936 8，
1.936 8) ∪ (3.263 2，+ ∞ ) 时，有 <0，此时系统

（1）是耗散的；当其他条件不变，而 x∈(-3.263 2，
-1.936 8) ∪ (1.936 8，3.263 2) 时，有 >0，此时系

统（1）是扩张的。

3 数值仿真分析

3.1 李雅普诺夫指数与维数

李雅普诺夫指数是量化动态系统稳定性和确定

混沌的重要统计量。若系统中至少有一个李雅普

诺夫指数大于零，则系统处于混沌状态。当参数

α=10.814，β=14，a=1.3，b=0.11，c=1 时，可得到系

统（1）的李雅普诺夫指数分别如下：LE1=0.315 68，
LE2=0.315 54，LE3=-3.068 6；并得到如图 2 所示的

李雅普诺夫指数图。

由图 2 可以看出，系统（1）有正的李雅普诺夫

指数，说明系统对初值极其敏感，这是混沌状态的一

个显著特征。

李雅普诺夫维数定义如下：

                   

式中 k 是满足 并且 的最大整数。

经计算，D=2.205 7。
由上式可知该系统的维数是分数维，即系统（1）

的混沌吸引子具有复杂的分形结构。

3.2 Poincaré 截面

图 3 所示为系统（1）在 y-z 及 x-z 截面上穿过

的点的情况，取 c=2。从图 3 中可以看出，此时的

Poincaré 截面上是一片片密集的点，并且具有层次结

构，因此该系统是混沌系统。

3.3 系统参数的影响

当改变系统的参数时，所研究系统的平衡点的稳

定性也会随之发生变化，即系统的运动状态随系统参

数的变化而变化。本文拟用 Routh-Hurwitz 判据对系

统参数的变化进行理论分析 [15-17]。

系统（1）中的参数 α, β, a, b 都是大于零的数，

其特征值没有零根，故只考虑系统的 Hopf 分岔。系

统（1）发生 Hopf 分岔的条件为 a1a2-a3=0。
3.3.1 固定 β=14，a=1.3，b=0.11，讨论参数 α 的变

化范围

1）固定参数 β=14，a=1.3，b=0.11，并取 c=1，
利用 Routh-Hurwitz 判据讨论参数 α的变化范围

当 |x| ≥ 2ac 时，其特征方程同式（5），令

图 2 系统（1）的李雅普诺夫指数图

Fig. 2 Lyapunov exponential diagram of system (1)

b）Poincaré 截面 x-z
图 3 c=2 时系统（1）的 Poincaré 截面图

Fig. 3 Poincaré section of system (1) with c=2

a）Poincaré 截面 y-z
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根据 Routh-Hurwitz 判据，当 a1>0，a2>0，a3>0，且

a1a2-a3>0 时，系统（1）是渐进稳定的。

经计算，当 α∈(0，7.884 1) 时，满足以上条件，

此时系统（1）是渐进稳定的。

当 a1a2-a3=0 时，α=7.884 1。将 α=7.884 1 代入

式（5）中，可得其特征方程为

           λ3+2.047 9λ2+7.163 8λ+14.670 7=0，
解得其特征根如下：

      λ1=-2.047 9，λ2=2.676 5i，λ3=-2.676 5i。
可见其特征根中有一个负实根，并且有一对纯虚

根，此时系统（1）发生 Hopf 分岔，系统的运动趋

于一个围绕平衡点 P1 或 P2 的极限环。

当 |x|<2ac 时，系统的特征方程同式（6），令

根据 Routh-Hurwitz 判据，当 b1>0，b2>0，b3>0，且

b1b2-b3>0 时，系统（1）是渐进稳定的。

经计算，当 α∈(-∞，0) 时，满足以上条件，此

时系统（1）是渐进稳定的。由于 α是一个大于零的数，

故当 |x|<2a 时，系统（1）不稳定。

综上所述，可得出如下定理 3。
定理 3 固定参数 β=14，a=1.3，b=0.11，且当

α∈(0，7.884 1) 时，系统（1）是渐进稳定的。当其

他条件不变，而 α=7.884 1 时，系统（1）在平衡点

P1 或 P2 处发生 Hopf 分岔，系统的运动趋于一个围

绕平衡点 P1 或 P2 的极限环。

2）数值模拟

随着参数的变化，系统可以呈现出不同的动力

学状态。现固定参数 β=14，a=1.3，b=0.11，并取

c=1，当 α=7.85 时，得到的系统相图如图 4a 所示，

由图可知系统（1）趋于平衡点；当 α=7.884 1 时，

得到的系统相图如图 4b、c 所示，由图可知系统（1）
在平衡点 P1 或 P2 处发生了 Hopf 分岔，产生了极限

环；当 α>7.884 1 时，得到的系统相图如图 4d 所示，

由图可知系统开始形成混沌吸引子。

3.3.2 固定 α=10.814，a=1.3，b=0.11，讨论参数 β
的变化范围

1） 固 定 参 数 α=10.814，a=1.3，b=0.11， 取

c=1，利用 Routh-Hurwitz 判据，考虑参数 β的取值

范围

同理，当 |x| ≥ 2ac 时，系统的特征方程同式（5），

经过计算，β∈(22.854，+∞) 时，满足 Routh-Hurwitz

d）α=9.524
图 4 参数 α变化时系统（1）的相图

Fig. 4 Phase diagram of system (1) with
a changing parameter α

a）α=7.85

b）α=7.884 1，平衡点 P1

c）α=7.884 1，平衡点 P2
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判据条件，此时系统（1）是渐进稳定的。

当a1a2-a3=0时，β=22.854。将β=22.854代入式（5）
中，可得系统的特征方程为

       λ3+2.437 3λ2+13.477 3λ+32.848 7=0，
解得其特征根如下：

     λ1=-2.437 3，λ2=3.671 2 i，λ3=-3.671 2 i。
可见，系统的特征根中有一个负实根，并且有一

对纯虚根，此时系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处发生

了 Hopf 分岔，系统的运动趋于一个围绕平衡点 P1 或

P2 的极限环。

当 |x|<2ac 时，系统的特征方程同式（6），经计

算，b<0，不满足 Routh-Hurwitz 判据条件，此时无

论 β取何值，系统（1）都不稳定。

综上所述，可得出如下定理 4。
定理 4 固定参数 α=10.814，a=1.3，b=0.11，当

β∈(22.854，+∞) 时，系统（1）是渐进稳定的。当

其他条件不变，而 β=22.854 时，系统（1）的运动趋

于一个围绕平衡点 P1 或 P2 的极限环。

2）数值模拟

保持其他参数不变，改变 β取值，观察系统相图，

取 β=22.854 时，系统的相图如图 5a 和 b 所示；当取

β=23 时，系统的相图如图 5c 所示，当取 β<22.854 时，

系统的相图如图 5d 所示。

由图 5a、b 所示的系统相图可知，保持其他参数

不变，当 β=22.854 时，系统（1）在平衡点 P1 或 P2

处发生了 Hopf 分岔，产生极限环；由图 5c 所示的系

统相图可知，当 β=23 时，系统（1）逐渐趋于一个

平衡点 ；由图 5d 所示的系统相图可知，当 β<22.854
时，系统（1）处于混沌状态。

3.3.3 固定 α=10.814，β=14，a=1.3，讨论参数 b 的

变化范围

1）固定参数 α=10.814，β=14，a=1.3，取 c=1，
利用 Routh-Hurwitz 判据，考虑参数 b 的取值范围

同理，当 |x| ≥ 2ac 时，系统（1）的特征方程同

式（5），经过计算，当 b∈(0，0.025 7) ∪ (0.725 3，
+∞)时，满足Routh-Hurwitz判据的条件，此时系统（1）
是渐进稳定的。

当 a1a2-a3=0 时，b=0.025 7 或 0.725 3。分别将

b=0.025 7 和 b=0.725 3 代入式（5）中，求解方程的

特征根。

当 b=0.025 7 时，系统的特征方程为

        λ3+1.335 8λ2+3.521 8λ+4.701 4=0，

d）β=16.51
图 5 参数 β变化时系统（1）的相图

Fig. 5 Phase diagram of system (1) with
a changing parameter β

a）β=22.854，平衡点 P1

b）β=22.854，平衡点 P2

c）β=23
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解得其特征根如下：

    λ1=-1.335 8，λ2=1.875 8 i，λ3=-1.875 8 i。
可见，系统的特征根中有一个负实根，并且有一

对纯虚根，此时系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处发生

了 Hopf 分岔，系统的运动趋于一个围绕平衡点 P1 或

P2 的极限环。

当 b= 0.725 3 时，系统的特征方程为

       λ3+10.477 2λ2+12.663 2λ+132.681 0=0，
解得其特征根如下：

   λ1=-10.477 2，λ2=3.558 6 i，λ3=-3.558 6 i。
可见，系统的特征根中有一个负实根，并且有一

对纯虚根，此时系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处发生

了 Hopf 分岔，系统的运动趋于围绕平衡点 P1 或 P2

的极限环。

当 |x|<2ac 时，系统的特征方程同式（6）。经过

计算，当 b∈(-∞，-0.725 3) ∪ (-0.025 7，0) 时，满

足 Routh-Hurwitz 判据条件，此时系统（1）是渐进

稳定的。由于 b 是一个大于零的数，故当 |x|<2ac 时，

系统（1）不稳定。

综上所述，可得如下定理 5。
定理 5 固定参数 α=10.814，β=14，a=1.3，当

b∈(0，0.025 7) ∪ (0.725 3，+∞) 时，系统（1）是渐

进稳定的；当其他条件不变，而 b=0.025 7时，系统（1）
的运动趋于一个围绕平衡点 P1 或 P2 的极限环；保持

其他条件不变，而 b=0.725 3 时，系统（1）的运动

趋于围绕平衡点 P1 或 P2 的极限环。

2）数值模拟

保持其他参数不变，即 α=10.814，β=14，a=1.3，
改变 b 的取值，观察系统相图。当取 b=0.725 3 或 0.025 7
时，系统的相图如图 6a~c 所示；当取 b=0.8 时，系

统的相图如图 6f 所示；当 b∈(0.025 7，0.725 3) 时，

系统的相图如图 6d 和 e 所示。

a）b=0.725 3

b）b=0.725 3，平衡点 P1

c）b=0.025 7，平衡点 P2

d）b=0.054 5

e）b=0.588 1
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由图 6a~c 所示系统的相图可知，保持其他参数

不变，取 b=0.725 3 或 0.025 7 时，系统（1）在平衡

点 P1 或 P2 处发生了 Hopf 分岔，产生极限环；由图

6f 所示的系统相图可知，取 b=0.8 时，系统（1）逐

渐趋于一个平衡点；由图 6d、e 所示的系统相图可知，

当 b ∈(0.025 7，0.725 3) 时，系统（1）处于混沌状态。

3.3.4 固定 α=10.814，β=14，b=0.11，讨论参数 a 的

变化范围

1） 固 定 参 数 α=10.814，β=14，b=0.11， 且 取

c=1，利用 Routh-Hurwitz 判据，考虑参数 a 的取值

范围

同理，当 |x| ≥ 2ac 时，其特征方程同式（5），

经过计算，当 a∈(0，0.197 1) ∪ (5.558 6，+∞) 时，

满足 Routh-Hurwitz 判据条件，此时系统（1）是渐

进稳定的。

当 a1a2-a3=0 时，a=0.197 1 或 5.558 6。分别将

a=0.197 1 或 a=5.558 6 代入式（5）中，求解系统的

特征根。

当 a=0.197 1 时，系统的特征方程为

       λ3+10.480 1λ2+12.666 1λ+132.721 2=0，
解得其特征根如下：

    λ1=-10.480 1，λ2=3.556 1i，λ3=-3.556 1i。
可见，系统的特征根中有一个负实根，并且有一

对纯虚根，此时系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处发生

了 Hopf 分岔，系统的运动趋于围绕平衡点 P1 或 P2

的极限环。

当 a=5.558 6 时，系统的特征方程为

            λ3+1.336 2λ2+3.522 2λ+4.706 1=0，
解得其特征根如下：

    λ1=-1.336 2，λ2=1.876 7 i，λ3=-1.876 7 i。
可见，系统的特征根中有一个负实根，并且有一

对纯虚根，此时系统（1）在平衡点 P1 或 P2 处发生

了 Hopf 分岔，系统的运动趋于一个围绕平衡点 P1 或

P2 的极限环。

当 |x|<2ac 时，系统的特征方程同式（6），经过

计算，当 a∈(-∞，-5.558 6) ∪ (-0.197 1，0) 时，满

足 Routh-Hurwitz 判据条件，此时系统（1）是渐进

稳定的，由于 a 是一个大于零的数，故当 |x|<2ac 时，

系统（1）不稳定。

综上所述，可得如下定理 6。
定理 6 固定参数 α=10.814，β=14，b=0.11，当

a∈(0，0.197 1) ∪ (5.558 6，+∞) 时，系统（1）是渐

进稳定的。当其他条件不变，而 a=5.558 6 或 a=0.197 1
时，系统（1）的运动趋于一个围绕平衡点 P1 或 P2

的极限环。

2）数值模拟

保持其他参数不变，取 α=5.558 6 或 0.197 1 时，

系统相图如图 7a、d、e 所示；取 α>5.558 6 时，系统

相图如图 7f 所示；当 a ∈(0，5.558 6) 时，系统相图

如图 7b、c 所示。

由图 7a、d、e 所示的系统相图可知，保持其他

参数不变，取 α=5.558 6 或 0.197 1 时，系统（1）在

平衡点 P1 或 P2 处发生了 Hopf 分岔，产生极限环；

由图 7f 所示系统相图可知，取 α>5.558 6 时，系统（1）
逐渐趋于一个平衡点；由图 7b、c 所示系统相图可知，

当 a ∈(0，5.558 6) 时，系统（1）处于混沌状态。

a）a=0.197 1

b）a=2.62

f）b=0.8
图 6 参数 b 变化时系统（1）的相图

Fig. 6 Phase diagram of system (1) with
a changing parameter b
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4 结论

本文对改进的蔡氏电路模型进行了平衡点稳定

性分析、耗散性分析、李雅普诺夫指数与维数等基本

动力学行为分析，着重讨论了不同参数对系统的基本

动力学特性的影响。

1）平衡点稳定性分析结果表明，系统的 3 个平

衡点都是不稳定的鞍焦点。

2）根据系统（1）相空间容积变化率情况进行了

耗散性分析，得知当 |x| ≥ 2ac 时，系统是耗散的；

当 |x|<2ac 时，系统的耗散性与 x 的取值有关。

3）李雅普诺夫指数与维数分析结果表明，系统

有正的李雅普诺夫指数，说明系统对初值极其敏感，

且该系统的维数是分数维，即系统的混沌吸引子具有

复杂的分形结构。

4）固定其他参数不变，当 α∈(9.1, 11.048 9) 或
β∈(13.645 4, 19)或a∈(0.197 4, 3.5)或b∈ (0.04, 0.725 2)
时，该系统处于混沌状态，其 Poincaré 截面上是一片

片密集的点，并且具有层次结构。

5）利用 Routh-Hurwitz 判据对系统参数变化进

行理论分析，发现改变系统的参数时，所研究系统的

平衡点的稳定性也随之变化，即系统的运动状态随之

发生变化。

以上结论为正确选取系统参数提供了理论参考

依据。
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