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拟似然非线性模型的统计诊断
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（南京理工大学 理学院，江苏 南京 210094）

摘　要：研究了经验似然估计下的拟似然非线性模型的统计诊断问题。首先给出了模型经验似然比函数，

进而求出模型的经验似然估计；再基于数据删除模型推导出参数的一阶近似公式，并提出了经验 Cook 距离；

最后通过对实例的分析，验证了该统计方法的有效性和合理性。
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Abstract：A research has been conducted on the statistical diagnosis of quasi-likelihood nonlinear models based 
on empirical likelihood estimation. Firstly, the empirical likelihood ratio function of the model has been provided, 
thus obtaining the empirical likelihood estimation of the model. Then, based on the case deletion model, the first-order 
approximation formula of parameters is to be derived, with the empirical Cook distance subsequently proposed. Finally, 
the validity and rationality of the statistical method can be verified by an analysis of a case study.
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1 研究背景

在实际的统计分析中，模型的诊断是一个非常

重要的环节，其主要任务是通过诊断统计量检测已

知观测数据在用既定模型拟合时的合理性。自 R. D. 
Cook[1] 开始对统计模型的诊断研究起，许多统计学

家在此方面做了大量的研究工作。如文献 [2] 介绍了

统计模型的局部影响分析方法，这种方法被广泛地应

用到统计模型的诊断中。文献 [3] 研究了非线性回归

模型的经验似然诊断，用经验似然的方法得到了参数

的极大经验似然估计和 3 种不同的影响曲率度量。

自从R. W. M. Wedderburn提出拟似然概念以来，

拟似然非线性模型的研究受到了学者们的广泛关注。

文献 [4] 在欧氏内积空间建立了拟似然非线性模型的

几何结构，并导出了参数和子集参数的与统计曲率

有关的 3 种近似置信域。对于参数估计问题，文献 [5]
首次研究了拟似然非线性模型中极大似然估计的大

样本性质，并证明了该估计的存在性、相合性以及渐

进正态性。文献 [6] 讨论了拟似然非线性模型中的极

大似然估计的弱相合性，所用的矩的条件比强相合性
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的条件要弱。文献 [7] 证明了拟似然非线性模型的拟

似然方程解的渐进存在性，并且求出了该解收敛于真

值的速度。

虽然近年来有不少学者对拟似然非线性模型进

行了研究，但对拟似然非线性模型的统计诊断方面并

没有涉及。而在实际应用中，观测数据可能会包含异

常点和强影响点等，这时就需要通过统计诊断检测出

严重偏离既定模型的数据点，确定模型的合理性。因

此研究拟似然非线性模型的统计诊断是非常必要的。

基于以上考虑，本文研究了拟似然非线性模型的

统计诊断，并且给出了该模型参数的经验似然估计。

通过对数据删除模型的统计诊断，比较删除模型与未

删除模型相应统计量之间的差异，检测出数据中存在

的强影响点。再通过实例分析来检验该方法的有效性

和合理性。

2 模型的参数估计

2.1 拟似然非线性模型

1974 年，R. W. M. Wedderburn 注意到，如果响

应变量的均值函数和方差函数被正确给定，许多似然

的方法仍可适用，由此提出了拟似然的概念，并且建

立了拟似然模型。

假设响应变量 Y=(y1, y2, …, yn)
T 的各个分量相互

独立，其均值向量和协方差矩阵 [8] 满足  

                

式中：μi=μ(xi, β)，其中 xi=(xi1, xi2, …, xiq)
T(i=1, 2, …, n)

为已知的非随机 q 维设计变量，其定义域为

β=(β1, β2, …, βp) 是 p 维 未 知 参 数， 其 定 义 域 为

，μ(xi, β) 是定义在 上的已知函数；

σ2 是不依赖于 β 的未知参数，为了简化通常令

σ2=1；

为

已知的对称正定矩阵，其对角元 Vi=(μi) 为定义在 Ω
上的已知函数。

文献 [9] 提出的拟似然函数为

               ，            （1）

两边微分，得拟得分函数为

 。 （2）

  由式（1）~（2）所定义的模型称为拟似然非线

性模型。

2.2 模型的极大经验似然估计

由拟得分函数可以得到拟似然非线性模型的估

计方程 [10] 为

        。     （3）

因此，拟似然非线性模型的截面经验似然比函

数 [11] 可以定义为

其中，pi=Pr(x=xi) 为点 xi 出现的概率。

估计函数为

       。

在约束条件下，最大化截面经验似然比函数所得

到的解就是经验似然估计量，即最大化 。

为计算简便，对截面经验似然比函数进行对数变

换，将乘法运算转换成加法运算，得

                        。

对给定的样本观测， 为常数。由此可以定

义截面对数似然函数为

                                                                            （4）
由拉格朗日法，构造拉氏函数 [12]

，  （5）

式中，λ和 t=(t1, t2, …, tr)
T 是拉格朗日乘子。

式（5）对 pi 求偏导，可得

              ，             （6）

化简后可得

                         。                 （7）

将式（6）等号两边同乘 pi 并对 i 累计求和得

 ，

从而得 λ=n，故

                      。                    （8）

由此，拟似然非线性模型的经验似然比函数可以
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定义为

                   。           （9）

经验对数似然比函数为

                 ，        （10）

极小化经验对数似然比 lE(β)，可得到 β 的经验似然

估计 ，即

        ，

其中，t 可由 确定。

若记

           ，            （11）

则参数 β的经验似然估计 和 t 的估计 为方程组

    （12）

的解，其中，

；

3 模型诊断

3.1 数据删除模型

为了研究第 i 个数据点对模型统计推断的影响，

考虑将该点删除，比较删除前后统计推断结果的变

化，以此来判断该点是否为异常点或强影响点 [13-15]。

删除第 i 个数据点以后的模型称为数据删除模型。

将模型（1）~（2）中删除第 i 个数据点 (xi, yi)
以后的删除模型表示为

            （13）

记 为删除第 i 个

数据点 (xi, yi) 后，模型的最优经验似然函数， 为

删除第 i 个数据点 (xi, yi) 后参数 β的估计值。

定理 1 对于数据删除模型， 和 的一阶近

似可以表示为

 ，

 

其中： ；

  ；

；

S22.1=S22-S21S -1
11S12。

证 明 将 和 

分 别 在 处

Tayor 展开，得

  

        

  因为

              ，

       ，

所以

                ，
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        。

由于 ， ，

，所以

上述 Tayor 展开式化简成矩阵形式为

                  。

根据分块矩阵的求逆公式 [16]，可以得到 和

 的一阶近似公式为

，

       

证毕。

3.2 经验 Cook 距离

为了研究第 i 个数据点 (xi, yi) 对模型的影响，考

虑数据删除模型。由于按上述方法得到的 是一

个向量，不便于进行定量的比较，因此需要引入一个

度量。类似于 Cook 距离 [17-19]，Zhu H. T. 等 [20] 提出

了经验 Cook 距离：

           ，

其中 M 可取某一正定矩阵，例如 。

由上式可以看出，ECDi(M) 越大，则 与 之

间的差异越大。在进行具体的数据分析时，先用有关

软件逐点分别计算出经验 Cook 距离，再通过画图或

者列表，找到一个或几个特别大的 ECDi，则相应的

数据点就是对参数 β 的估计影响特别大的点，称为

强影响点。

对 ECDi 进行分析时，若存在一个判别的界限 D，

当经验 Cook 距离大于这个界限时，就认为第 i 个数

据点为强影响点。遗憾的是，这个问题目前还没有明

确的结论，只能人为地进行判断。

4 实例分析

为了验证似然非线性模型的统计诊断的有效性，

对下述实例进行分析。

例 1 对表 1[21] 中数据进行分析，判断其中的异

常点或强影响点。表中 y 表示 1 周内损坏的电子元件

数，试验共进行了 20 周，每周试验分为 2 组，每组

所用时间分别为 x1 和 x2。

4.1 模型分析

假设 σ2=1，均值向量为 E(Y)=μ=(μ1, μ2, …, μ20)，
其中，μi=exp{β0+xi1β1+xi2β2}，方差为 V(μ)=μ，此时

拟似然非线性模型可以表示为

               

  由拟似然函数可以看出响应变量 yi 服从 Poisson
分布，故该模型为 Poisson 回归模型。

由拟得分函数可以得到模型的估计方程为

                            gi(β)=X TZ，
式中：X T=(X1, X2, …, X20)，Xi=(1, xi1, xi2)；

Z=(z1, z2, …, z20)，zi=yi-μi。

结合 2.1 节可知，模型的经验对数似然比函数为

               ，

极小化经验对数似然比 lE(β)，可以得到 β 的经验似

然估计 。

4.2 参数估计

由 4.1 节的分析和已知数据，利用 R 软件即可以

求出参数 β的估计值

          =(2.256 336, 0.007 007, 0.001 769)T。

4.3 影响分析

在参数估计的基础上，首先对参数进行残差分

析，然后计算经验 Cook 距离。图 1 和图 2 分别是标

准化残差和经验 Cook 距离的散点图。

表 1 1 周内损坏的电子元件数和时间

Table 1 Number and time of electronic
components damaged in a week

序号

  1
  2
  3
  4
  5
  6
  7
  8
  9
10

x1

  33.3
  52.5
  64.7
137.0
125.9
116.3
131.7
  85.0
  91.9
  32.0

x2

25.3
14.4
32.5
20.5
97.6
53.6
56.6
87.3
47.8
23.4

y
15
  9
14
24
27
27
23
18
22
12

序号

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

x1

  63.1
106.3
113.7
  32.6
  87.3
  90.4
128.4
102.1
  73.5
  71.3

x2

30.6
58.1
57.3
46.8
61.5
43.9
94.6
39.5
47.8
69.2

y
15
22
26
12
28
21
24
23
18
16
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由图 1 可以明显地看出，第 2 号点、15 号点和

17 号点明显异于其它点，可以认为这 3 个点是“异常”

的，但并不能判断这 3 个点到底是异常点、强影响点

还是高杠杆点，于是利用经验 Cook 距离图进行下一

步的判断。

从图 2 也可以看出第 2 号点、15 号点和 17 号点

的数值高于其他点，且在横线之上，故可以认为第 2
号点、15 号点和 17 号点为强影响点。

5 结语

本文研究了拟似然非线性模型在经验似然估计

下的统计诊断问题。首先利用经验似然比函数求出模

型的经验似然估计；再研究了数据删除模型并进行

了影响分析，给出了模型的统计诊断量和近似公式；

最后通过对实例分析，验证了该统计方法的有效性和

合理性。
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