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多元马氏模型在 (t, R) 型库存决策中的应用

宋玉琴，肖利君，刘 琛，杨莲娇

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘　要：在需求相互转移的环境下，考虑带有多元马尔可夫需求的库存系统 (t, R) 型决策问题。主要考

虑以多元马氏链为理论导向，并结合经典的库存系统 (t, R) 型的决策方法和理论，提出了带有多元马氏需求

的 (t, R) 型库存决策模型，进而给出库存系统的最优 (t, R) 策略，以确定系统的最优订购时间和订购量。模

型的基本结论表明，需求间的关联性对库存系统的最优决策机制具有重要的影响。
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Application of Multivariate Markov Model in (t, R) Inventory Decision-Making

SONG Yuqin，XIAO Lijun，LIU Chen，YANG Lianjiao
（College of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412007，China）

Abstract：In the context of demand shifting, a consideration is to be given to the (t, R) inventory decision making 
with multiple Markov demands. Priority is to be given to the consideration of the theory of multivariate Markov 
chains, with classical decision making methods and theories of (t, R) combined. A proposal has been made of a (t, R) 
inventory decision making model with multiple Markov demands, with an optimal (t, R) policy of the inventory system 
established, so as to determine the optimal order time and order quantity of the system. The basic conclusion of the 
model shows that the correlation between demands exerts an important influence on the optimal decision mechanism of 
the inventory system.
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0 引言

传统马尔可夫链在处理多序列数据方面具有

一定的局限性，即无法度量数据序列之间的关

联性。同时在处理高阶问题过程中，计算转移

概率比较复杂，涉及到的参数过多。为了克服

上述不足，A. E. Raftery 等 [1-3] 为了简化高阶马

氏链的计算过程，给出了一个新的高阶马氏模

型， 即 ， 这 里

，Q=(qji)m×n 为非负定矩阵并且满足列

向量元素之和等于 1。Ching W. K. 等 [4] 在该理论基

础之上，进一步拓展了传统马氏模型，即提出了具有

更一般化的多元马尔可夫链。

多元马尔可夫链为最近兴起的随机过程研究领
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域，是预测理论和方法的重要工具之一。Zhu D. 
M. 等 [5] 为了进一步完善多元马氏理论在实际应用中

的可操作性，在原模型的理论基础上改进了模型参

数的估计法，并将新模型应用到市场的需求预测。

Song N.等 [6] 研究了多元马氏链在期权定价中的应用，

Zhu D.M. 等 [7] 根据多元马氏需求预测模型，针对生

产系统的运作与规划问题，建立了相应的最优生产

决策模型，并通过算例论证了模型的有效性和可行

性。B. Damásio 等 8] 将回归模型纳入多元马氏链的

理论框架，以提升多元马氏模型在预测中的准确度。

S. Suresh 等 [9] 结合模糊时间序列理论，拓展了多元

马氏模型的预测机制，并使用该机制解决了碳排放量

的预测问题。

近年来，随着多元马氏理论的研究不断地拓展，

其理论成果已广泛应用到库存系统的控制理论和方

法 [10-12]、天气预报 [13]、基因工程 [14]、风险管理 [15]

等诸多领域。以上国内外学者对多元马氏链的研究成

果主要体现在预测、理论拓展、运作与管理等方面，

并取得丰富的研究成果。然而，针对不确定需求环境

下，尚未有人以多元马氏理论为导向，对库存系统的

最优 (t, R) 策略问题的研究。为此，本文主要在多元

马氏需求预测模型的理论框架下，构建库存系统的最

优 (t, R) 策略的决策机制。

1 模型构建

1.1 符号说明和假设

在市场竞争的环境下，顾客的需求往往具有多样

性、易转移性等基本特征，进而造成在一定的周期内

对不同竞争性产品间的需求不断地相互转移。为了刻

画产品需求间的相互转移性对库存系统的决策机制

所产生的影响，并制定库存系统的最优 (t, R) 策略，

即库存系统的最优订购时间和库存水平。

符号说明：

k=1, 2, …, K 为随机库存系统的周期，而 n=1, 2, 
…, N 为第 n 种产品；

I={i1, i2,…, il} 为各产品需求的状态集；

dnk∈I 为第 n 种产品于第 k 周期的需求状态，其

中 k=1, 2, …, K；

P (ji) 为第 i 种产品的需求状态转移到第 j 种产品

需求状态的概率矩阵；

{dnk} 为带有转移概率矩阵 P(nn)=(pij) l×l 的第 n 条

马氏链；

Dnk 为第 n 种产品于第 k 周期的随机需求量；

tnk 为第 n 种产品于第 k 周期内的订购时间；

Lnk 为第 n 种产品在第 k 周期的前置期；

xnk 为在 Lnk+tnk 内第 n 种产品的销售量，其概率

密度和分布函数分别为 及 ；

Ank 为第 n 种产品在第 k 周期内的订购费用；

hnk 为第 n 种产品在第 k 周期内的库存管理费用；

Cnk
(s) 为第n种产品在第 k周期内的缺货损失费用；

为第 n 种产品于第 k 周期在前置期 Lnk 内的

平均需求量。

模型基本假设：

1）各产品的需求量 Dnk（n=1, 2, …, N）具有马

尔可夫性，并且为需求状态依赖的，即当 dnk=it∈I 时，

其密度函数和分布函数分别为 和 ；

2）第 n 种产品于第 k 周期内，每次订货至库存

水平为 Rnk，即当订购时的库存量为 a 时，则库存系

统的订购决策为 Rnk-a，其中 Rnk 为待定的未知数；

3）允许缺货。

1.2 最优 (t, R) 库存决策模型的基础理论

对于产品的需求预测是随机库存系统的控制理

论和方法的基础，如何给出产品需求的科学预测，关

乎库存优化决策的科学性及合理性。近期相关的研究

成果表明，以多元马尔可夫链为导向，对多产品的需

求进行统一预测具有一定的优越性，该方法不但可以

度量产品需求间的相互转移性，同时还可以确定不同

数据序列之间的关联性 [16]。为了建立带有多元马氏

需求的最优 (t, R) 库存决策模型，首先介绍以下相关

的基础理论。

定义 1 i）记 P (ji) 为数据序列 i 的状态转移到序

列 j 的状态的转移概率矩阵，且 P(ji) 不可约；

ii） 为 多 元 马 氏 链

中各序列于第 k 周期的状态的概率分布，其中

为第 n 序列于第 k 周期的状态的

概率分布，若存在 ，其中

，使得：

                               Xk+1=AXk，                           （1）
则 称 式（1） 为 多 元 马 尔 可 夫 模 型， 这 里

，λnm 为概率

分布 X(n)
k+1 与 Xk

(m) 的关系权数，n, m=1, 2, …, N（参

数矩阵 A 的求解详见文献 [4]）。

为了导出需求的状态过程，根据产品需求的大小
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对其进行等级划分，即把落在同一小区间内的需求

统称为某一需求状态。同时，为了方便问题的讨论，

将当 时（a>0），记为状态 it（t=1, 2, …, 

l）。于是，结合文献 [16] 中的命题 2 可知，第 n 种

产品于第 k+1 周期的期望需求量为

        ，        （2）

式中： 为第 n 种产品于第 k 周

期需求状态的概率分布；

， ，而

，t=1, 2,… , l。

从期望需求量的式（2）易知，各产品于下个周

期的需求量不但与自身现阶段的需求状态有关联性，

同时还与其它产品的需求量有密切的相关性。这种需

求间的关联性，可通过关系权数 λnm 来刻画。

1.3 带有多元马氏需求的 (t, R) 型库存决策模型

因为 为第 n 种产品于第 k 周期在前置期 Lnk

内的平均需求量，所以当第 k 周期的订购量入库时所

产生的库存量约为 Rnk- 。又因为库存系统在收到

下一次订购量前的库存量为 Rnk- -Dnk，所以第 n
种产品于第 k+1 周期的期望库存量为

式中：Ink 为第 n 种产品于第 k 周期的库存量；

   。

于是，若记 TC(Rnk, tnk) 为第 n 种产品于第 k 周期单位

时间内总费用，则根据式（3）可得带有多元马氏需

求的 (t, R) 型库存决策模型，即

     

（4）

较于传统的 (t, R) 型库存决策模型，新模型充分

考虑了多产品需求间的关联性对单位时间内总费用

的影响。在实际的市场经济活动中，由于顾客的需求

具有易转移性，性价比、品牌偏好性等特点，因此在

某个周期内购买某种类产品，而在下个周期则可能转

移到其它产品，因此新模型更具有实际意义。

2 模型的最优解

本章主要研究在多元马氏需求环境下，模型（4）
的最优 (t, R) 策略。

因为

所以

对模型（4）求关于 Rn(k+1) 及 tn(k+1) 的偏导数，并

令其等于零，得：

因此，联立上述方程并化简，可得模型（4）的

最优性一阶条件，即：

（3）
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     （5）

由上述最优性一阶条件可知，只要给出库存系统

中的第 n 种产品在 Lnk+tnk 内的销售量 xnk 的概率密度

和分布函数 及 ，即可确定库存系

统在下个周期的最优 (t, R) 策略。决策者可以根据最

优 (t, R) 策略中的数据信息，来优化库存系统的运作

与管理水平，以提升决策机制的绩效性。

3 结语

在现代市场的竞争环境中，互为竞争性商品的需

求间相互转移成为现代商品的基本属性之一。如何将

需求间的转移性纳入库存模型的理论框架，进而构建

相应的决策机制具有重要的实际管理意义，同时也有

助于丰富运筹学的决策理论和方法。为此，本文以多

元马氏模型为理论导向，提出了带有多元马氏需求

的 (t, R) 型库存决策模型，并讨论了模型的最优解。

由模型（4）的理论成果可知，在顾客的需求相互转

移的环境下，库存系统的运作成本与顾客需求转移性

具有重要的关联性。因此，新模型较于传统模型更符

合经济活动的客观实际性，同时进一步克服了传统模

型理论上的局限性，即未考虑需求的转移性对库存系

统的决策机制的影响。决策者可利用需求数据信息，

确定不同产品的转移概率矩阵，结合本模型的理论成

果，给出随机库存系统的最优 (t, R) 策略，以提高系

统的运作与管理的决策水平。
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