
  第 32 卷 第 1 期
  2018 年 1 月

湖　南　工　业　大　学　学　报
Journal of Hunan University of Technology

Vol.32  No.1   
Jan.  2018  

doi:10.3969/j.issn.1673-9833.2018.01.003

收稿日期：2017-10-19
作者简介：高普云（1962-），男，湖南攸县人，国防科技大学教授，博士生导师，主要从事动力学与控制方面的教学与研究，

                    E-mail：gfkdgpy@hotmail.com

一个新的计数公式及其应用
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摘　要：将几个著名数论问题转化为计算 2 个有限集合交集元素的个数。对于给定整数集的 2 个有限子

集，建立了一个计算他们交集元素个数的公式。作为该公式的一个应用例子，给出了 Goldbach 猜想的一个

等价命题。
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A Newly-Proposed Counting Formula and Its Application
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Abstract：This paper tentatively converts several famous number theory problems to the number of two finite set 
intersection elements. Given two finite subsets of the set of integer numbers, a counting formula has been proposed for 
the calculation of the number of elements of their intersection. Consequently, an equivalent proposition of Goldbach's 
conjecture has been provided as an illustration of the formula.
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1 研究背景

有一些数学问题，用现有的方法已无法解决。

例如，用圆法已解决不了 Goldbach 猜想 [1-5]。因为

陈景润已将其中 2 个起决定作用函数的值估计达到

了最优 [6]。因此，在逻辑上没有证明这类问题不可解

之前，换一种思想或方法去考虑，也许能找到解决他

们的途径。

先从几个经典的例子开始，换一种思路来研究这

类问题。

问题 1（Goldbach 猜想） 大于 4 的任何偶数都

可以表示成 2 个奇素数之和 [7]。

该问题可以表述为，若设 n 是任一大于 4 的偶数，

那么不定方程

                              pα+pβ=n                                  （1）
有解，其中 pα，pβ 是 2 个奇素数。

方程（1）等价于

                                 pβ=n-pα。                           （2）
设 K 是小于 n 的所有素数的个数（即 K=π(n)），

p1, p2, …, pK 是所有小于或等于 n 的素数，则可构造 2
个集合

                        AG ，

                  。
显 然， 方 程（2） 有 解 的 充 分 必 要 条 件 是

AG ∩ BG 非空，并且解的个数正好是交集 AG ∩ BG 的

元素的个数。
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问题 2 对于任意正整数 n，计算小于或等于

n+2 的孪生素数的个数 [7]。

构造 2 个集合

                      ，

               ，

其中 p2, p3, …, pK 是素数。

计算小于或等于 n+2 孪生素数的个数，就是要

计算满足条件

                                  pj+1=pj+2 
的下标 j 的个数，其中 j ≤ K=π(n)。这种下标的个数

就是交集 AT∩BT 的元素的个数。

问题 3 对于正整数 n，计算小于或等于 2n-1 的

形如 2p-1（p 是小于或等于 n 的奇素数）的素数的个

数 [7]。

构造 2 个集合

                     ，

             ，

其中 p2, p3, …, pK 是素数，K=π(n)。
小于或等于 2n-1 的形如 2p-1 的素数的个数，就

是交集 AM∩BM 的元素的个数。

问题 4 对于正整数 n，计算小于或等于 的

形如 （j ≤ n）的素数的个数 [7]。
构造 2 个集合

                  ，

           ，
其中 p2, p3, …, pK 是素数，K=π(n)。

小于或等于 的形如 的素数的个数，就
是交集 AF∩BF 的元素的个数。

问题 5 对于给定的正整数 n 和 l，计算不定方

程 xl +yl =n 正整数解的个数 [7]。

构造 2 个集合

                       ，

              ，

其中 。

不定方程 xl +yl =n 正整数解的个数，就是交集

AD∩BD 的元素的个数。

问题 6 对于任意的正整数 n，计算小于或等于

n 的形如 a2+1 的素数的个数 [7]。

构造 2 个集合

                      ，

              ，

其中：p1, p2, …, pK 是素数； 。

小于或等于 n 的形如 a2+1 的素数的个数，就是

交集 AS∩BS 的元素的个数。

上述 6 个问题都可归纳为计算 2 个有限集合的交

集的元素个数。由于集合的元素是用符号表示的，而

不是具体的数字，不能简单地数一数就可以计算出交

集元素的个数。由此可提出一个问题：是否可以用这

2 个有限集合的元素来确定他们的交集元素的个数？

为此，下文将推出这样一个计算公式。

2 一个新的计算公式

为了方便，先回顾一些关于初等对称多项式的知

识，然后推出一个递推关系。

2.1 初等对称多项式

一个 n 次多项式

                   f(x)=(x-x1)(x-x2)…(x-xn)，             （3）
用初等对称多项式可表示为

                   f(x)=xn-σ1x
n-1+…+(-1)nσn，             （4）

其中 σi(i=1, 2, …, n) 是初等对称多项式，其定义为

。（5）

记

     ，

                                                                                    （6）
则式（5）可表示为

  
。

根据式（6），上式可写为

                            σi=σi, r+xrσi, r-1。                       （7）
由此可得递推关系式

                   σi, r=σi-xrσi-1+…+(-1)ixi
rσ0，            （8）

其中 σ0=1。
设 M 和 N（M<N）是 2 个整数，定义

                σi(M, N)=σ(M, M+1, …, N)，
        σi, r(M, N)=σ(M, M+1, …, r-1, r+1, …, N)。
特别地，有

         σi(1, n)=σi(1, 2, …, n)=s(n+1, n+1-i)，
其中 s(n+1, n+1-i) 是第一类 Stirling 数。

为了方便，记 
               σi(n)=σi(1, n) (i=0, 1, 2, …, n)。

2.2 特殊的 Lagrange 系数多项式

Lagrange 系数多项式常用来逼近连续函数 [8]。先

构造一种特殊的 Lagrange 系数多项式，再利用他们

构造本文所需要的计数公式。

设M和N（M<N）是 2个整数，那么以N-M+1点：

M, M+1, M+2, …, N-1, N 为基点的 Lagrange 系数多
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项式是

  ，（9）

其中 j=M, M+1, …, N。

引理 1 对于任意满足条件 M ≤ i ≤ N 的整数 i，
则有

                        

引理 1 的证明参见文献 [8]。
直接计算式（9）的分母得

   ( j-M)…( j-j-1)( j-j+1)…( j-N)=(-1)N-j( j-M)!(N-j)!。 
利用式（3）、式（4）和上式可得

     ，

                                                                            （10）
其中 i=1, 2, …, N-M，j=M, M+1, …, N。

利用递推关系式（8），式（10）可写为

         
（11）

2.3 推导计数公式

考虑整数集的 2 个有限子集

 ， ，

其中 K1, K2 是 2 个正整数。记

        ，

         N0=max 。
任取 M ≤ M0 及 N ≥ N0，定义集合

                 。

显然， ， ，即 A 和 B 都是 Γ的子集。

构造多项式

                        。                     （12）

式（12）是过 K1 个点 (i1, 1), (i2, 1), …, (iK1, 1)，
且次数至多为 N-M 次的多项式。这个多项式是不同

于过 N-M+1 个点 (M, 1), (M+1, 1), …, (N, 1) 的多项式

，除非在 A=B 的情况。

引理 1 表明下面的引理 2 成立。

引理 2 设 q∈Γ，那么 q∈A 当且仅当

                      。

利用引理 2，可得 A 与 B 交集元素个数的计算公

式为

        。

根据式（11），上式可写为

  
（13）

采用式（13）计算交集元素个数，有时会十分复

杂，但对于存在性的问题，只须证明 χ(A, B)>0 即可。

定义：

          ，

               。

通过直接计算得

       

                                                                                  （14）
  因此， 非空的充分必要条件是 χ(A, B)>0。
由引理 1 可直接推出下面的定理 1。

定理 1  χ(A, B)>0，当且仅当 Ω(A, B)>0。
显然，式（14）比式（13）简单，对于存在性问

题的证明，用式（14）更方便。

设 ，通过
直接计算，式（13）可化为

     ，    （15）

其中 ， ，β′(x) 是

β(x) 的一阶导数。

展开上面 2 个多项式得

        ，

      ，

其中 ， 。

通过计算易得

    ，

其中  
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同理，可得

       。   （16）

3 Goldbach 猜想的 1 个等价命题

对问题 1，可取 M=1 和 N=n，且 K1=K2=K=π(n)。
由式（14）得

    

若记 ，利用二项式定

理，通过直接计算得

             ，       （17）

其中：

     ；

 。

同理，应用式（16）可得

  ，（18）

其中

      

且 。

定理 2 设 n 是一个大于 4 的整数，n 可以表示

为 2 个奇素数之和，当且仅当 Ω(AG, BG)>0。
式（17）是关于 T0=n, T1, T2, …, Tn-1 的二次型，

其系数矩阵的元素完全由第一类 Stirling 数决定。如

果能求出该系数矩阵的特征根和特征向量，就可判断

是否可用式（17）解决 Goldbach 猜想。

式（18）是关于 T1, T2, …, Tn-1 的一次表示，根

据 Waring 公式，T1, T2, …, Tn-1 可由

表示 [9]。接下来的问题是怎样简化该表示，使其可用

于研究 Goldbach 猜想。当然，也可以直接用牛顿公

式化简式（18）[9]。

4 结论

本文给出了 Goldbach 猜想的一个等价命题（定

理 2）。圆法不能解决 Goldbach 猜想，陈景润也认

为可用哲学观点去研究这一问题 [10]。在这种情况下，

本文的方法具有一定的意义。对于其他几个问题，必

须对公式（13）的右边进行适当地估计。然而，这种

估计密切依赖于化简式（17）或式（18）。显然式（13）
可以写为

 

记 ， ，

其中 l=2, 3, …, K1，则上式可写为

该式说明了简化式（14）或式（16）的重要性。

因为只要能简化式（14）或式（16），就可以用相同

的方法简化所有的 Ω(Al, B)(l=2, 3, …, K1)，从而可进

一步对上式进行适当的估计。
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