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基于 α- 链对角占优H- 矩阵的判定
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（湘潭大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭 411105）

摘　要：H- 矩阵是数学和工程应用中的一类特殊矩阵，它在数值代数、数学物理、控制理论等领域有

着重要的应用。根据 α- 链对角占优的性质，通过构造正对角矩阵以及分割矩阵指标集，运用加权平均不等式、

不等式放缩等技巧，得到了判别非奇异 H- 矩阵的充分条件。最后，通过数值实例来说明判定方法的有效性。
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Criteria for H-Matrices Based on α-Chain Diagonally Dominant

XIONG Liang，LIU Jianzhou，LU Kangya
（School of Mathematics and Computational Science，Xiangtan University，Xiangtan Hunan 411105，China）

Abstract：As a special class of matrix in the mathematical and engineering applications, H-matrix also finds 
its important application in the fields of numerical algebra, mathematical physics, control theory, etc. Based on the 
properties of α-chain diagonally dominant, sufficient conditions for the discrimination of the non-singular H-matrix has 
thus been obtained by constructing the positive diagonal matrix and the index set of partition matrix, and by adopting 
such techniques as the weighted mean inequality and inequality zooming. Finally, corresponding numerical examples 
are presented to verify the validity of the determination method.
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在矩阵分析和数值代数中，H- 矩阵是研究的重

要课题之一，得出的研究成果在计算数学、矩阵理论、

控制论等领域有着广泛的应用。例如：求解线性方程

组 x=b，当系数矩阵 为 H- 矩阵时，许多经典迭

代法及其修正算法均是收敛的。因此，研究判定 H-

矩阵简捷、有效的方法具有重大的理论意义和实际

价值。近年来，高益明、孙玉祥等学者通过构造不

同的正对角矩阵，结合划分矩阵指标集、不等式放

缩等技巧，给出了一些 H-矩阵的直接判定方法 [1-13]。

何安琪、Xie Q. M. 等学者在已有理论的基础上，给

出了一些 H- 矩阵的迭代判别算法 [6-8]，这些算法加

快了判定的速度并扩大了判别的范围。本文根据严

格 α- 链对角占优的性质，通过构造正对角矩阵和划

分矩阵指标集，运用不等式放缩等技巧，在文献 [1-3]
的基础上，给出 H- 矩阵的一组新的实用判别法。并

用数值实例说明判别法的有效性。
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1 预备知识

本文用 表示所有 n×n 复（实）矩阵

的集合， 。设 ，

对任意的 ，记

                         ，

                         ，

                ，

                    。

定义 1 设 ，且 可表示为

                  ，P ≥ 0，s ＞ 0 。
若 s ＞ ρ(P)，则称 A 为非奇异 M- 矩阵，其中 P ≥ 0

表示 P 是非负矩阵，ρ(P) 表示矩阵 P 的谱半径。

定义 2 设 ，

若 满足

                          

则称 为 A 的比较矩阵。若 A 的比较矩阵 是

非奇异 M- 矩阵，则称 A 为 H- 矩阵。

定义 3 设 ，若 ，则

称 A 为严格对角占优矩阵，记为 ；若存在正

对角矩阵 X，使得 ，则称 A 为广义严格对

角占优矩阵，记为 。 
显然，A 是 H- 矩阵当且仅当 A 是广义严格对角

占优矩阵。

定义 4 设 ，若存在 ，使

得对任意的 ，有

                          ，

则称 A 为 α- 链对角占优矩阵；若不等式严格成立，

则称 A 为严格 α- 链对角占优矩阵。

引理 1[9] 矩阵 ，A 为广义严格对

角占优矩阵，当且仅当存在正对角矩阵 D1 和 D2 使

得 D1AD2 为广义严格对角占优矩阵。

引理 2 对 ，

有  。

证明 要证结论成立，即证

       。

因为

         

所以结论成立。证毕。

引理 3[4] 设 且为 α- 链对角占优矩

阵，若 A 满足下列条件之一，则 A 为广义严格对角

占优矩阵：

1）A 不可约，

  2）  ，且

 ，必存在非零元素序列 ，其

中 。

若 ，则 A 为严格 α- 链对角占优矩阵，因

此 A 是严格对角占优矩阵；若 ，则 A 不是广

义严格 α- 链对角占优矩阵。因此总是假设
且主对角线元素非零。

2 基于 α- 链对角占优的 H- 矩阵的

判定定理

本章根据严格 α- 链对角占优的性质，通过构造

正对角矩阵和划分矩阵指标集，运用不等式放缩等技

巧，给出以下几个 H- 矩阵判别法。

假设 ，记

            ，

            。

定理 1 设 ，如果存在 N1 和 N2 满

足 ，  ， ，使得

，有

 ，
                                                                                    （1）
则 A 为 H- 矩阵。

证明 显 然 有 ， 由 式（1）

成 立， 可 知 ， ， 即

熊 亮，等　　基于 α- 链对角占优 H- 矩阵的判定第 1 期



8 湖　南　工　业　大　学　学　报  2018 年

。若 βi=0，则必有 ，

因此， ，必有 βi ＞ 0 。

记 ，当 βi=0 时取   

                   ；

                   

由式（1）可得 。

  由于 ，因而存在 ，满足

此时 βi ＞ 0，则 ，即

。任取 ，令 D=diag(d1, d2,…, 

dn )，其中， ，di=1， ，dj=d。

下面证明矩阵 B=DAD=(bij) 是严格 α- 链对角占

优矩阵。

由引理 2 有

1） ，分 βi=0 和 βi ＞ 0 两种情况：

i）若 βi=0，则

                        ；

  

ii） 若 βi ＞ 0， 由 于 ，βi ＞ 0 时，

，则

 

2） ，由于 ，由引

理 2 得

综上所述，B 为严格 α- 链对角占优矩阵，则 B
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为广义严格对角占优矩阵。由引理 1 可知，A 为广义

严格对角占优矩阵，即 A 为 H- 矩阵。

注记 当 α=1 时，式（1）为

           

即为文献 [2] 中定理 4 的结果。

由引理 3 以及定理 1 的证法，可得到在不可约和

非零元素链下的相应结论。

令

 

定理 2 设 ，如果存在 N1 和 N2 满

足 ，  ， ，使得

， 式

（2）

成立，且 ，若 A 满足下列条件之一：

i）不可约，且 ；

ii） ，存在非零元素序列

其中 。

则 A GSD，即 A 为 H- 矩阵。

证 明 仍 记 ， 当

βi=0 时取

                  ，

                   

由式（2）可得 d (1) ≥ d (2)。任取 d (1) ≥ d ≥

d (2)，令 D=diag(d1, d2, …, dn)，其中 ，d=1，

，dj=d。令 B=DAD，类似定理 1 的证明可知，
B 为 α- 链对角占优矩阵。

由于 D 是正对角矩阵，当 A 满足条件 i）或 ii）时，

B 分别满足下列条件 1）或 2）。

1）B 不可约，且 ；

2） ，存在非零元素序列

其中 。

由引理 3 可知，B 为广义严格对角占优矩阵，即

A 为 H- 矩阵。

证毕。 

3 数值实例

例 1 设

                  

取 ，则 J2={2}，取 N1={1, 3, 4}，N2={2}，试

判定 A 是否为 H- 矩阵。

解 通过计算易得

  

   

  

由定理 1 知，A 为 H- 矩阵。

在文献 [5] 的定理 1 中，取 ，则 J(A)={2}，

N(A)={1, 3, 4}。由于

 

其中 。

即 A 不满足文献 [5] 中的定理 1，所以不能用文献 [5]
中的定理 1 来判定 A 为 H- 矩阵。

  例 1 表明，本文所给出的判定 H- 矩阵的方法是

有效的。
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