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一类企业竞争模型的动力学分析
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摘　要：建立了具有产出水平下临界点的企业竞争型模型，研究了该系统的平衡点的存在性及稳定性，并

通过数值模拟的方法验证了研究结果，最后给出了模型的理论解释。
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A Dynamical Analysis of a Competitive Model of Enterprises

LAO Hongyue，GE Liqian，ZHANG Maoyun，SUN Meng，CHEN Zihan，LI Feng
          （School of Mathematics and Statistics，Linyi University，Linyi Shandong 276005，China）

Abstract：A competitive model has been established of enterprises with a low critical point of production, 
followed by a study on theexistence and stability of the critical points of this system. Furthermore, a numerical 
simulation test has been carried out to testify the final results, thus providing a theoretical explanation for the validity of 
this model.
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1 研究背景

经过 20 多年的飞速发展，中国经济逐渐进入调

整阶段，市场竞争激烈而又紊乱。在市场经济条件下，

各类企业为取得较好的产销条件、获得更多的市场资

源而不断竞争，从原来简单的规模、实力、活力竞争

逐阶上升到核心力的竞争。通过竞争，既实现了企业

的优胜劣汰，又实现了生产要素的优化配置，提高了

国家的核心竞争力。在竞争性市场条件下，各个企业

除了通过培育自身资源和能力，还通过竞争获取外部

可利用资源，在为顾客创造价值的基础上，实现自

身价值的综合性能力。在竞争性的市场中，一个企

业所具有的能够比其他企业更有效地向市场提供产

品和服务并获得赢利和自身发展的综合素质的能力，

是现代企业成功的关键。

众所周知，生物体研究的本质与经济社会企业研

究的本质具有相似性。特别地，企业间的竞争与合

作关系与生物物种种群间的关系更有诸多类似之处，

利用生态模型研究企业间的竞争关系已经引起了众

多学者的关注。文献 [1] 提出具有下临界的企业竞争

模型，并以 2 个企业之间的竞争为例，运用微分方程

定性知识以及数值仿真，对该模型所表达出来的几种

企业竞争情况及其稳定条件进行了系统分析。文献 [2]
引入生物物种的 Lotka-Volterra（LV）种间竞争模型，
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建立了单一电子商务平台企业、双电子商务平台企业

及多个电子商务平台企业的 LV 竞争模型。

文献 [3] 中指出：自然界中有一条“正反馈循环”

规律，即一件事情的发生、发展受到了另一件事情

的刺激，从而促进了其正向发展。比尔 · 盖茨在《未

来之路》中也提出了类似的“正螺旋效应”，这都与

生态系统中种群竞争的一种模型具有相似性，即“好

的越好，而糟的越糟”，导致“赢家通吃”。目前，

企业之间也存在这种正反馈效应，导致诸多中小企业

在竞争中处于劣势地位，在与大企业相互竞争过程中

被兼并或者破产。然而，2 个实力相当的企业在竞争

过程中其企业实力又是如何变化的呢？

已有不少学者将 LV 模型应用于经济问题的研究

中，但大部分都只是研究宏观问题，对于微观问题的

研究很少涉及。文献 [4] 根据企业集群与生物种群的

相似性，建立了网状型企业集群模式下企业间竞争关

系的数学模型。

本文主要考虑 2 个企业间的竞争，用 x, y 表示企

业的产出水平，其为时间 t 的函数； a, b 为竞争系数；

N 表示最大市场容纳量。这里假设 2 个企业实力相当，

且内禀增长率相同，2 个企业的最大容纳量也相同。

考虑到实际情形，引入企业产出水平的下临界点 L，

表示企业产出水平的最低限度。在企业产出水平低于

此限度时，企业生产成本将高于收益，因亏损而导致

企业破产。这比现有文献所建立的企业竞争生态模型

更符合现实。

下面引入 LV 模型来描述这种竞争关系。假设有

其他企业竞争的条件下，当一个企业规模超越另一个

企业时，会对另一个企业的发展起到反作用。综上所

述，在 LV 种间竞争模型改进和扩展的基础上建立如

下企业竞争系统：

     （1）

式中 r 为企业自身增长率。

下 面 主 要 利 用 微 分 方 程 定 性 理 论 [5]， 并 借 助

Maple 软件，研究系统（1）的平衡点及其分类，进

而得到系统存在多稳的条件。

2 系统平衡点分析

令

可得到系统的可能的 9 个平衡点为 O(0, 0)，A1(L, 0)，
A2(0, L)，A3(N, 0)，A4(0, N)，A5(x1, x1)，A6(x2, x2)，
A7(x3, y3)，A8(y3, x3)。其中：

，

，

且 Δ=2a3bN3-a2N2(3+4b2LN)r-

    2aN(L+bL2+N-2bLN+bN2)r2+(L-N)2r3。

假设 Δ=0 的最大实值解为 ，令

                        M=max{ , abN}，

通过对上述 9 个平衡点进行分析，可得定理 1。

定理 1 1）当 时，

系统（1）有 9 个平衡点 O(0, 0)，A1(L, 0)，A2(0, L)，
A3(N, 0)，A4(0, N)，A5(x1, x1)，A6(x2, x2)，A7(x3, y3)，
A8(y3, x3)；

2）当 时，若 Δ ＞０，系

统（1） 有 7 个 平 衡 点 O(0, 0)，A1(L, 0)，A2(0, L)，
A3(N, 0)，A4(0, N)，A7(x3, y3)，A8(y3, x3)；

3）当 时，系统（1）有 7

个平衡点 O(0, 0)，A1(L, 0)，A2(0, L)，A3(N, 0)，A4(0, N)，
A5(x1, x1)，A6(x2, x2)；

4）当 时，系统（1）

有 5 个平衡点 O(0, 0)，A1(L, 0)，A2(0, L)，A3(N, 0)，
A4(0, N)。

系统（1）在平衡点处的线性化系统的系数矩阵

为 ，其中：

   ，
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                  ， 

。

定理 1 证明从略。

通过详细计算可得定理 2~5。

定理 2 O(0, 0) 是系统的稳定结点。

证明 系统在 O(0, 0) 的线性化矩阵为

          。

因此系统有二重特征根，从而 O(0, 0) 是系统的

稳定结点。

定理 3 A1(L, 0)，A2(0, L ) 是系统的鞍点。

证明 系统在 A1(L, 0)，A2(0, L) 的线性化矩阵分

别为

   ，

   。

 ，

。

从而系统有 2 个异号的特征根，A1(L, 0)，A2(0, L)
是系统的鞍点。

定理 4 A3(N, 0)，A4(0, N) 是系统的稳定结点。

证明 系统在 A3(N, 0)，A4(0, N) 的线性化矩阵分

别为

    ，

    。

，

      。

从而系统有 2 个负的特征根，A3(N, 0)，A4(0, N)
是系统的稳定结点。

定理 5 A7(x3, y3)，A8(y3, x3) 是系统的鞍点。

证明 对于奇点 A7(x3, y3)，A8(y3, x3)，通过复杂

的运算可得

    ，

     

  从而系统有 2 个异号的特征根，A7(x3, y3)，A8(y3, 
x3) 是系统的鞍点。

对于奇点 A5(x1, x1)，A6(x2, x2)，通过复杂的运算

可得
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由于讨论过程复杂，不对 A5(x1, x1)，A6(x2, x2) 平

衡点的类型进行详细讨论，而通过数值模拟研究其多

稳现象。

3 数值模拟

设参数的取值为：L=0.5，N=1，a=0.3，b=0.1，

则 abN=0.03， ，M=3.934 9，

Δ=0.25(-3.934 9+r)(-0.018 696 8+r)(0.293 598+r)。
因此，当 r ＞ 3.934 9 时，系统有 9 个平衡点。例如

当 r = 4 时，9 个平衡点为 (0, 0)，(0, 0.5)，(0.5, 0)，(0, 1)，
(1, 0)，(0.625, 0.625)，(0.8, 0.8)，(0.760 483, 0.826 419)，
(0.826 419, 0.760 483)。

经过分析可以得知，点 (0.625, 0.625) 是不稳定

的结点，点 (0.8, 0.8) 是稳定的结点，这两点邻域的

结构分别如图 1 和图 2 所示；系统在第一象限的结构

如图 3 所示。

利用 Maple 软件，分析系统的无穷远奇点后，

可得系统的 poincare 圆盘如图 4 所示。

所以系统在第一象限不存在周期解。

当 3.497 06 ＜ r ＜ 3.934 90 时，系统有 7 个平衡

点。例如当 r=3.9 时，7 个平衡点为：(0, 0)，(0, 0.5)，
(0.5, 0)，(0, 1)，(1, 0)，(0.640 901, 0.640 901)，(0.780 
151, 0.780 151)。

利用 Maple 软件，分析系统的无穷远奇点后，

可得系统的 poincare 圆盘如图 5 所示。

图 1 (0.625, 0.625) 邻域轨线

Fig. 1 Trajectory in the neighborhood of (0.625, 0.625)

图 2 (0.8, 0.8) 邻域轨线

Fig. 2 Trajectory in the neighborhood of (0.8, 0.8)

图 3 系统第一象限相图

Fig. 3 Phase diagram of the first quadrant of the system

图 4 r=4 时系统的 poincare 圆盘

Fig. 4 Poincare disc of the system when r=4

图 5 r=3.9 时系统的 poincare 圆盘

Fig. 5 Poincare disc of the system when r=3.9
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当 r ＜ 3.497 06 时，系统有 5 个平衡点。例如当

r=3.4 时，5 个平衡点为：(0, 0)，(0, 0.5)，(0.5, 0)，(0, 
1)，(1, 0)。

利用 Maple 程序，分析系统的无穷远奇点后，

可得系统的 poincare 圆盘如图 6 所示。

4 结论分析

本文建立了具有产出水平下临界点的企业竞争

型模型，以两个企业之间的竞争为例分析得到了 2 个

企业竞争时可能出现的几种情况及稳定条件：

1）当 时，有 9 个平

衡点，其中有 3 个边界稳定点 O(0, 0)，A3(N, 0)，A4(0, N)
和 1 个正平衡点 A5(x1, x1) 或 A6(x2, x2)，此时 2 个企业

能够共存；

2）当 时，系统有 7 个平

衡 点， 其 中 有 3 个 边 界 稳 定 点 O(0, 0)，A3(N, 0)，
A4(0, N)，此时系统没有正平衡点；

3）当 ＜ r ≤ M 时，系统有 7 个

平衡点，其中有 3 个边界稳定点 O(0, 0)，A3(N, 0)，
A4(0, N)，此时系统也没有正平衡点；

图 6 r=3.4 时系统的 poincare 圆盘

Fig. 6 Poincare disc of the system when r=3.4

4）当 时，系统有 5

个平衡点，其中有 3 个边界稳定点 O(0, 0)，A3(N, 0)，
A4(0, N)。

稳定点的正平衡点是 2 个企业能够稳定共存的条

件，也就是模型的稳定条件。通过数值模拟，能够得

到 2 个企业可以稳定共存的条件。
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