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Abstract：By adopting the time-dependent continuous Lyapunov-Krasovskii functional method, a research has 
been carried out on the stability of the linear sampled-data systems. Based on the existing free-matrix-based integral 
inequality (FMBII), a new FMBII, which is suitable for sampled-data control of system, has been proposed. A sufficient 
condition for the stability of sampled data systems is to be obtained by using the inequality to deal with an integral 
term, thus working out the sufficient condition that can guarantee the stability of sampled-data system. Four numerical 
examples are given to testify the efficiency and superiority of the proposed approach.
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摘　要：采用时间相关连续 Lyapunov-Krasovskii 泛函方法，对线性采样数据控制系统的稳定性问题进

行了研究。基于现有的一种自由矩阵积分不等式（见文献 [1]），提出了一种新的适用于采样数据系统的自

由矩阵积分不等式，利用该不等式处理一次积分项，得到一个确保采样数据系统稳定的充分条件。4 个数值

实例证明了所提方法的有效性和优越性。
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0 引言

由于现代数字通信技术的发展，采样数据系统被

广泛应用于许多领域 [1-3]。采样周期是采样数据系统

的一个重要参数。如果在系统稳定的情况下获得尽可

能大的采样周期，则可以适当降低对通信速率、带宽

限制及通信容量的要求。因此，如何在确保采样系统

稳定的情况下，获得尽可能大的采样周期是一个值得

深入研究的课题。

目前，主要有离散时间 [4]、等效脉冲 [5] 和输入时

滞 [6]3 类方法研究采样控制系统。其中，输入时滞方

法是一种非常有效的方法，它是把采样控制器的输入

看作是时滞输入，因此，可用处理时滞系统的方法来

分析采样控制系统的稳定性 [6]。文献 [6-7] 是基于输

入时滞方法，通过构造一个时间相关 Lyaounov 泛函，

对采样数据系统的稳定性问题进行研究。文献 [8] 基
于离散时间 Lyapunov 理论，研究了采样系统的同步

和异步采样问题，并获得了系统的渐近和指数稳定条

件。文献 [9] 利用积分二次约束方法，得到了非均匀

采样模型和结构不确定的采样系统的鲁棒稳定性条

件。文献 [10-11] 将采样系统等效为连续分段的线性

系统，研究采样数据系统的鲁棒稳定性，并设计了控

制器。上述方法都具有一定的保守性，可以进行改善。

众所周知，Lyapunov 泛函主要用于分析时滞系

统和采样数据系统。能否获得更小保守性的结果与

怎样处理泛函导数的积分项密切相关。例如积分项

，其中 ≤ ，且 , 都是大于 0 的常数，
f(s) 为二次型函数，处理该积分项的方法主要是积分

不等式，其中，最著名的是 Jensen 积分不等式，但

是它在处理积分项时做了一定程度的放大，导致获

得的结果存在较大的保守性。为了减小对积分项估

计的放大作用，Wirtinger 积分不等式 [7]、自由矩阵

积分不等式 [1] 等方法被提出。利用上述不等式时，

在系统增广向量中引入 ，

那么 就会引入到相应条件

中。对于时滞系统，d(t) (t-d(t),t) 可利用逆凸组合

方法进行处理，其中 d(t) [d1,d2]。对于采样系统，

通常利用时间相关项 (tk-t) (tk,t) 和其他时间相关项

来减小系统的保守性，其中 t [tk, tk+1]。
当出现 2 个时间相关项的乘积时 ×

，处理该交叉乘积项就十分困难。因此，

本课题组在 Zeng H. B. 等 [1] 提出的 FMBII 基础上，

提出了一种新的适用于采样数据系统的 FMBII，将

采样数据系统转换为时滞线性系统，基于时间相关连

续 Lyapunov-Krasovskii 泛函方法得到采样数据系统

的稳定性条件。4 个数值实例表明本文方法的可行性

和相比已有结果的优越性。

本文采用如下标号： 和 分别表示实数域的

n 维向量空间和 n×m 的矩阵空间； （ ）表示

n 阶对称矩阵（正定对称矩阵）的集合；RT 和 R-1 分

别表示矩阵的转置和逆；I 和 0 分别表示合适维数的

单位矩阵和零矩阵；Sym{X}=X+XT 表示矩阵 X 与矩

阵 X 转置之和；“*”表示块矩阵中的对称项。

1 系统描述

考虑如下线性系统，

              (t)=Ax(t)=Bu(t)，                              （1）
式中：x(·)=[x1(t), x2(t), …, xn(t)]

T 为状态向量；A
和 B 为已知的实矩阵；u(t)=[u1(t), u2(t), …, 

un(t)]
T 为控制输入，

            u(t)=Kx(tk)，tk ≤t≤tk+1，k=1, 2,…，

其中 K 为控制增益矩阵。

假设采样区间的长度满足

                    dk= tk+1-tk，dk [dL, dU]，
式中 dU≥dL>0 为已知标量。

将 u(t)=Kx(tk) 代入系统（1）, 得闭环系统为

               (t)=Ax(t)=BKu(t)，                            （2）
其中 BK=BK  。

为了推导采样数据系统的稳定性条件，提出一种

自由矩阵积分不等式。

引理 1 对任意矩阵 R  , X1, X2
3n×n，函

数 x：[ ]，使积分不等式（3）成立，即

    ，            （3）

式中：

       

　　 。

证明  定义 f(s)=2s- - ，X=[XT
1,  X

T
2]

T，

          。　　

由基本不等式 -2aTb≤aTXa+bTX -1b，X>0，可得

。   （4）
对式（4）两边在区间 s：[ ] 积分，有
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         。        （5）

将式（5）整理可得式（3），引理 1 证毕。

注 1 基于文献 [1] 的引理 1，本文提出了一种

新的自由矩阵积分不等式即引理 1。与文献 [1] 相比，

本文简化了积分不等式即减小了不等式的维度（由四

维简化为三维），并改变了增广向量 的元素，

即将 替换为  ；而文献 [1] 的引

理 1 适用于处理时滞系统，很难应用到采样数据系

统中。

引理 2 Finsler’s 引理 [12] 考虑向量 ，矩阵

G 和 p×n，且 rank( )<n，以下不等式等价：

1） ， =0， ≠ 0；

2） 。

式中 表示矩阵 的正交补。

2 主要结果

利用本文提出的自由矩阵积分不等式，推导采样

数据系统的稳定条件。为了简化表达，定义记号如下：

    ，

    ，

     ，

     ei=[0n×(i-1)n , In, 0n×(4-i)n]，i=1, 2, 3, 4。
定理 1 对给定的正实数 dU≥dL>0，如果存在正

定的对称矩阵 P ，Q1 +
2n×2n 和矩阵 Q2

2 n×n，

，以及任意矩阵 X1, X2
3n×n，使得

LMIs 成立，即

            ，                   （6） 

，

                                                                                     （7）
则系统（2）是渐进稳定的。

式（6）~（7）中：

HT
1Q1H1+  ；

 ；

3=-eT
2R1e2+ ；

3=-eT
2R1e2+HT

5Sym{[X2, X2, 0]}H5 ；
H1=[eT

1-eT
2, e

T
3]

T；

H2=[eT
1-eT

2]
T；

H3=[eT
4, e

T
1 ]

T；

H4=[eT
2, e

T
4]

T；

H5=[eT
1, e

T
2, e

T
3]

T；

         HT
5Sym{[X2, X2, 0]}H5 ；

2=HT
5Sym{[X1,- X1 , -2X2]}H5 。

证明 取 Lyapunov-Krasovskii 泛函如下：

  　　

               2(tk+1-t) Q2x(tk)+(tk+1-t)× 

               。                              （8）

计算 V(xt) 沿系统（2）的轨迹导数，有

             HT
1Q1H1-(t-tk)e

T
2R1e2+(tk+1-t)×　

                       

            。                        （9）

用引理 2 估计式（9）中的一次积分项，可得

　　

                    

            (t-tk)H
T
5Sym{[X2, X2, 0]}H5+

            HT
5Sym{[X1, - X1 , -2X2]}H5 (t)≤

            。                     （10）
结合式（9）和（10），有

  

。

                                                                           （11）
又因为

，

。

                                                                          （12）
因此，根据引理 2，若有 =0，则线性矩阵不等

式（6）和 等价于 (xt)＜0。

使用 Schur 补引理，线性矩阵不等式（7）等价于

。也就是说，如果式（6）和

式（7）成立，则有 (xt)＜0，也就意味着采样数据
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系统（2）是渐近稳定的，证毕。

3 数值算例

考虑采样数据系统（2），具有如下矩阵参数。

例 1  。

例 2  。

例 3 。

例 4 。

当 dL=10-5 时，利用提出的稳定判据即定理 1 获

得 4 个算例的最大采样时间间隔，见表 1。由定理 1
得到的最大采样时间间隔优于与文献 [6]，[8] 和 [9]，
这说明本文方法具有一定的优越性。

4 结语

本文讨论了线性采样数据系统的稳定性问题，

构造了时间相关连续 Lyapunov-Krasovskii 泛函，

提出了一种新的自由矩阵积分不等式，利用它估计

Lyapunov-Krasovskii 泛函的导数，得到采样数据系统

的稳定判据。数值实例证明了本文所提方法的有效性

和可行性。
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表 1 当 dL=10-5 时的最大容许上界 dU

Table 1 The maximum allowable bounds with 
dU hen dL=10-5 

方法

解析解

文献 [6]
文献 [8]
文献 [9]
定理 1

例 1
1.098 7
0.999 9
1.058 5
1.060 0
1.074 3

例 2
1.729 5
1.698 1
1.721 6
1.725 0
1.729 2

例 3
3.269 0
2.515 6
2.515 6

2.515 6

例 4
∞

1.641 0
1.654 5
1.690 0
1.683 3

dU
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