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摘 要：为了研究具有有界外部干扰的耦合谐振子网络的一致性，先利用变结构控制方法提出具有有

界外部干扰的耦合谐振子网络的一致性协议；再运用 Lyapunov稳定性理论、代数图论和矩阵理论，得到谐
振子网络实现一致的充分条件；最后利用数值模拟验证提出协议的有效性。
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Abstract ：For investigating the consistency of coupled harmonic oscillator network with bounded external
disturbances，firstly proposed the consensus protocol by using the variable structure control method; Secondly based on
Lyapunov stability theory, algebraic graph theory and matrix theory, obtained sufficient conditions for realizing the network
consistency. Finally, used numerical simulation to verify the validity of the proposed protocol.
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0 引言

随着科学技术的发展，控制系统的结构和对象

越来越复杂，网络和系统的协调控制得到了人们的

高度关注。如：无人机飞行的编队控制，多智能体系

统群集运动，分布式传感器网络控制，多机器人编队

控制，人造卫星群位姿控制[1-5]等。

在多智能体系统的协调控制中，一致性（或同

步）是重要的研究内容。由于耦合谐振子网络可以描

述许多真实的自然现象，使得越来越多的学者对其

一致性问题展开了讨论。

Kuramoto模型是一种比较典型的耦合谐振子模
型。在文献[6]中，Y. Kuramoto提出实现网络一致性
的基本条件是整个网络中的节点是全局连通的。在

文献[7]中，Ren Wei研究了在网络连通受限的条件
下，线性二阶耦合谐振子网络实现同步的问题，通

过运用代数图论、矩阵理论等，得到网络实现同步

的条件。文献[8]重点分析了在节点与邻居节点连通
动态变化的网络中，耦合谐振子实现同步。文献[9]

研究了非线性耦合谐振子的同步问题，运用一个非

线性方程式描述节点之间的耦合关系。文献[10]在
文献[9]研究成果的基础上进一步分析，从节点与邻
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居节点瞬时连通的角度，利用分布式控制协议，研

究了耦合谐振子实现同步的问题。在文献[ 1 1 ]中，
Zhang Hua等考虑了数据丢失的情况，研究了耦合谐
振子网络同步问题。文献[12]提出了包含控制协议和
基于采样数据的包含控制协议，研究了在有向拓扑

下耦合谐振子网络的包含控制一致性问题。

许多学者从多个方面研究了耦合谐振网络的一

致性问题，但他们没有考虑在有外部干扰的情况下，

耦合谐振子网络如何实现一致性的问题。近年来，多

智能体系统的理论研究发展迅速，节点与节点之间。

节点与环境之间都会有密切联系和大量信息交换，

如何抑制干扰让系统达到一致性，已经成为一个非

常重要的现实问题。因此，本文研究具有有界干扰

的耦合谐振子网络的一致性，并运用代数图论、矩

阵理论以及 Lyapunov稳定性理论，得到网络实现一
致性的充分条件。

文中用到的符号有：Rn表示n维欧式空间； , 

和 分别表示一个矢量的 1-范数、2-范数和∞ -范

数； 表示张量积；In是 n阶单位矩阵。

1 预备知识和模型

设一个网络有 N个节点，网络的无向拓扑图为
G=(v, , A)，其中，v={1, 2, …, N}为图的 N个节点集，

为边集。如果节点 i和 j之间有连边，则 aii=0
(i=j)，aij=aji=1(i≠ j)，i, j=1, 2, …, N；否则 aii=0(i=j)，
aij=aji=0(i≠ j)，i, j=1, 2, …, N。节点 i的邻居集合Ni定

义为Ni={j  v:(i, j)  , j≠i}。邻接矩阵 ，

拉普拉斯矩阵 ，其中 ，lij=-aij，

i≠ j。易知，邻接矩阵和拉普拉斯矩阵都是对称矩阵。
本文讨论具有外部干扰谐振子网络的一致性问

题，其中网络第 i 个节点的动态方程为

 （1）

式中： ， 分别表示网络中第 i个节点
的位置矢量和速度矢量；

是谐振子的频率；

ui(t)  Rn为网络中第 i个节点的控制输入；
di(t)  Rn为网络中第 i个节点的干扰项。
假设 1 存在一个常数 ，使得 ，且

有界，i=1, 2,…, N。
假设 2 耦合谐振子网络的拓扑图 G为无向连通

图，即 G中任意 2个节点之间存在一条路径。
由文献[13]可知，拉普拉斯矩阵 L是对称不可约

矩阵。

假设 3 系统存在一个虚拟领导者，即当时间

t→∞，qi→ q0，pi→ p0。p0和 q0分别表示领导者的

位置矢量和速度矢量，虚拟领导者不受外界干扰的

影响，其动态可表示为

对于式（1），考虑 ui(t)具有式（2）的性质，即
耦合谐振子网络的一致性控制协议。

       

（2）

式中，当网络中的节点 i 与领导者之间有连边，则
ai0=1，否则 a i0=0；不至混淆的情况下，仍将向量值
符号函数记为 sgn(x)，并定义为

，

其中

在控制协议式（2）下，系统式（1）可改写为

                                                                                     （3）

2 具有有界干扰的耦合谐振子网络

引理 1 [ 1 4 ] 若 是对称的不可约矩

阵，且 ，lij=lji≤0(i≠ j)。则L是半正定的，

且对于任意的矩阵 E=diag(e, 0, …, 0)(其中 e>0)，L+E
正定。

引理 2[15] 若 V(t)满足：
1）V(t)有下界；
2） 半负定；

3） 关于 t一致连续；

的一致性
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那么 t→∞时， → 0。
定理 1 若假设 1与假设 2都成立，且网络中至

少有一个节点被虚拟领导者牵制，则在控制协议式

（2）的作用下，网络式（1）中的所有节点达到一致，
一致状态为

  

证 定义网络式（1）的误差变量：
，

，

i=1,2,…,N。
则网络式（1）的误差系统可以写成

    （4）

对系统式（4），考虑如下的 Lyapunov候选函数

 。        （5）

式中： ；

；

，其中  ，当 i≠ j时， ，由

引理 1可知， 正定。

对 V 关于 t 求导数，可得

  

（6）

式中： ， 。

由于

     
          

（7）

因此，式（6）可以表示为

由于

        
（9）

再由假设 1，可知

                    

 
（10）

将式（9）和（10）代入式（8）中，可得

                                                                                        （11）
·

根据假设 1，因 <1，则，V≤ 0，从而 V≤ V0，

其中 V0表示 V的初始值。
由式（11）有

，

。

从而有

（8）
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，  ，

式中 1表示 的最小特征值。

这就表明 及 有界，进而由式（4）及假设 1可

知，有界。再由式（8）知，仅依赖于 及 ，而 及

有界，所以 有界，从而 关于 t一致连续。根据

引理 2， 。根据 LaSalle不变原理[15]，当 t→

∞，有 qi→ q0，pi→ p0，因此网络式（1）可以实现

渐近一致。

3 数值仿真

为了说明前文所提出控制协议的有效性，本章

考虑一个由 8个谐振子组成的网络，对该网络进行
数值仿真，此谐振子网络的拓扑结构见图 1。

该谐振子网络的拓扑图对应的邻接矩阵 A=[a ij]

和拉普拉斯矩阵 L=[lij]分别为：

         

，

。

图1 谐振子网络的拓扑图
Fig. 1 The topology of harmonic oscillators network

可得矩阵 L的特征值分别为 1=0.000 0，2=0.318 7，

3=1.000 0，4=2.357 9，5=3.000 0，6=4.000 0，7=4.000 0，

8=5.323 4，可见 半正定。 

的特征值： 1 = 0.277 4，2 = 0.549 3， 3= 1.799 7， 4=2.419 7，

5 = 3.000 0， 6 = 4.095 5， 7 = 4.796 1，8 = 6.062 3， 因此 

正定。

本文选取谐振子的频率 =3，设定虚拟领导者的
位置和速度为 p0(0)=0.4，q0(0)=1。网络中的所有谐振
子的速度和位置的初始状态都是随机的，其中 8个谐
振子中只有 1, 5, 6谐振子可以收到虚拟领导者发出的
信号，得到的网络速度轨迹和位置轨迹的仿真结果见

图 2~3。

由仿真图可知，网络中所有谐振子在受到控制协

议式（2）的控制下，可以跟踪到虚拟领导者的速度
和位置，最终实现谐振子网络的一致性。

4 结语

本文研究了具有有界干扰的谐振子网络的一致性

问题。提出了谐振子网络实现一致性的控制协议，并

运用 Lyapunov稳定性理论、代数图论和矩阵理论，得
到了网络实现一致性的充分条件。最后通过数值仿真

验证了所提出的一致性协议的有效性。
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图2 仿真网络速度轨迹
Fig. 2 The velocity trajectory of simulated network

图3 仿真网络位置轨迹
Fig. 3 The position trajectory of simulated network
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