
一类中立型双曲微分方程组解的振动性

刘霞文 1
，邱一鸣 2

（1. 湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007；2. 中山大学 工学院，广东 广州 510006）

摘 要：不采用通常的垂直相加法，而是直接给出振动的定义，并利用 Green公式以及齐次 Neumann边
界条件，把中立型双曲微分方程组的振动问题，转化为泛函微分不等式不存在最终正解的问题；再利用最

终正解的定义及上下极限，得到在齐次 Neumann边界条件下，判别其所有解振动的充分条件。
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Abstract：Instead of adopting vertically additive method, directly presents the definition of oscillation and by
using Green formula and homogeneous Neumann boundary conditions converts oscillatory problem of neutral hyper-
bolic differential equations into the problem of nonexistence of eventually positive solution of functional differential
inequality, and uses the final positive solution definition and upper and lower limits to obtain sufficient conditions for
judging oscillation of all solutions under boundary condition of homogeneous Neumann.
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1 背景知识

在工程学、物理学、化学、医学和生物学等学科

领域中，出现了大量的用偏泛函微分方程描述的数学

模型。因此不少学者对偏泛函微分方程的振动理论

进行了研究和探讨，并获得了较多的研究结果[1-7] ；

然而，偏泛函微分方程组的研究相对较少[8-10]。本文

讨论中立型双曲微分方程组

 

（1）
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在边界条件

             （2）

下的振动性。

式（1）~（2）中：G=Ω×R+，Im={1,2,…,m}，
，R+=[0,+ )， 是有界域，边界 充

分光滑，是 单位外法向量，Δ是Rm中的m维拉普
拉斯算子。

在本文中，假定下列条件成立：

H1  ；i∈Im，r∈Im。

H2  ； ；

，  ；

 ；

i, j, k∈Im，r∈Il。

H3 ；且

 ；  ；  ；

 ； 。

H4 ，且

 。   

H5 。

定义 1 函数

  

称为问题（1），（2）的解，如果它在 G上满足方程
组（1），且在 上满足边值条件（2）。
定义 2 称连续函数 u(x,t):G→R振动，如果对任

意μ＞0均存在点 使得u(x0, t0)=0；否
则称 u(x,t)非振动。
定义 3 称连续函数

  

振动，如果 u(x,t)至少有一个分量在定义 2下是振动
的；否则称 u(x,t)非振动。
定义 4 称连续函数

  

全振动，如果 u(x,t)的所有分量在定义 2下是振动的。

2 主要结果及其证明

为了方便，引进下列记号：

，t≥0，i∈ Im。

引理 1 若

，          （3）

则不等式

       （4）

无最终正解。

证 设不等式（4）有最终正解V(t)，则存在 t0≥ 0，
使得 V(t)＞0， ，t≥ t0，r∈Il。

将不等式（4）在[t1, t]，t1≥ t0上积分，有

，    （5）

即

，         （6）

式中 C2为常数。

将不等式（6）在[t1, t]，t1≥ t0上积分，有

             
（7）

即

              
 （8）

式中 C1, C2都为常数。

因此，有

     。             （9）

令 ，由式（3）和式（9）得

，

这与假设 V(t)＞ 0矛盾。引理 1证毕。
同理可以证明：

引理 2  若

     ，          （10）

则不等式

              （11）
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无最终负解。

引理 3  设 是

问题（1），（2）的解，若存在某个 ，使得

， ，则 是微分不等式（4）的最

终正解。

证 由条件 H2知，存在 t1≥ t0使得

， ， ，

， ， ， 。

将方程（1）两边关于 x在 上积分，得

  

（12）

由 Green公式、边界条件及条件 H3，有

     

（13）

     

（14）

即

  （15）

同理

       
（16）

由条件 H4知

 。   （17）

由式（12），式（15）~（17）得

，   （18）

这表明， 是微分不等式（4）的最终正解。 引

理 3证毕。
同理可以证明：

引理 4  设 是

问题（1），（2）的解，若存在某个 i 0  ∈ I m，使得

，t≥ t0≥0，则 是微分不等式（11）的

最终负解。

下面给出本文的主要结果。

定理 1 若存在某个 i0∈ Im，使得不等式（4）无
最终正解和不等式（11）无最终负解，则问题（1），
（2）的所有解振动。

证 假设问题（1），（2）有非振动解

  ，

由定义 2可知，存在 t0≥0，使得 ，t≥t0≥ 0，
i∈Im。则 或 ，t≥ t0。

如果 ，t≥ t0，则由引理 3知 是

不等式（4）的最终正解。矛盾。
如果 ，t≥ t0，则由引理 4知 是

不等式（11）的最终负解。矛盾。
定理 1证毕。
利用定理 1、引理 1及引理 2容易得出：
定理 2 若存在某个 i0∈ Im使得式（3）和式（10）

都成立，则问题（1），（2）的所有解振动。
利用上面的结论，不难得出下面的定理：

定理 3 若对所有 i∈Im，不等式

                 （19）

无最终正解，且不等式

                 （20）

无最终负解，则问题（1），（2）的所有解全振动。
定理 4 若对所有 i∈Im，

     ，t1≥ t0，                    （21）

     ，t1≥ t0，                   （22）

则问题（1），（2）的所有解全振动。
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3 举例

例 1  考虑双曲微分方程组

 

（23）

在边界条件

，t≥ 0，i=1,2     （24）

下的振动性。

问题中：Ω=(0, 2)，n=1，m=2，l=1，

， ， ， ，

， ， ， ，

， ， ，

， ，

 。

解 显然有

   

   

因此

利用定理 4可得问题（23），（24）的所有解在
(0.2)×[0，+ ]上全振动。实际上

， ，

是问题（23），（24）的全振动解。
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