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摘 要：将半无限长梁自由端无限延伸，形成无限长梁；基于Winkler地基上无限长梁的解答，求得集
中力偶作用下原半无限长梁自由端处的剪力和弯矩。利用半无限长梁自由端需满足弯矩及剪力为零的条件，

求得需在自由端施加的外荷载。分别计算外荷载和集中力偶在作用点处产生的挠度，叠加求得集中力偶作

用下半无限长梁在作用点处的挠度，并提出集中力偶作用下的悬挑影响系数计算公式。根据静力平衡和变

形协调条件，建立竖向荷载和力矩共同作用下具有悬挑的十字交叉基础的节点分配荷载的一般公式。
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Abstract：Semi-infinite beam is extended from free end to infinitely long beam. Based on solutions for infinitely long
beam on Winkler foundation, the shear force and bending moment at the free end of semi-infinite beam under the concen-
trated couples are derived. The external load applied at the free end is obtained by using the condition of the free end to meet
zero moment and zero shear. The deflections at the action points are calculated separately under external loads and
concentrated couples and the deflection at the action points are calculated under superposition of concentrated couples
and external loads, and the calculation formula for cantilever influence coefficient with the action of concentrated couple is
presented. According to the conditions of static equilibrium and deformation compatibility, general formulas for distribute
load on joints of cantilever crossed foundation beams under vertical load and moments are given.
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1 研究背景

对于荷载较大的高层建筑，如果地基软弱，且土

的压缩性或柱荷载沿两个柱列方向不均匀，需要基

础纵横两向都有一定的抗弯刚度，以减少地基变形，

防止过大的不均匀沉降时，常采用双向设置的十字

交叉基础[1-4]。此种基础刚度较大，能有效地减小柱

基之间的沉降差，从而满足地基承载力和地基变形

的要求，以保证建筑物的可靠性[5]。

十字交叉基础是由柱网下的纵、横相连的条形

基础组成的一种空间体系，其与地基相互作用的

理论分析相当复杂。目前，因考虑上部结构 - 基

础 - 地基共同作用的分析方法尚不成熟，工程上常

采用一些近似计算方法来解决节点处柱荷载的分配

问题。文献[6]给出了Winkler地基上十字交叉基础
梁包含有限长梁及节点不在梁端的半无限长梁的节
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点分配荷载的一般公式。文献[7]基于无限长Winkler
地基梁的解答，推导出具有悬挑的十字交叉基础梁

柱荷载分配系数的公式。文献[8]给出了合理的重叠
基底反力调整方法及计算公式，并通过算例对节点

力调整前后基底反力及内力的变化进行了对比。文

献[9]提出了一种计算位于双参数地基模型上，具有
悬挑的十字交叉基础梁柱荷载分配系数的方法。文

献[10]建立了满足地基承载能力要求的基础底板宽度
的计算公式。文献[11]提出了空间框架 -十字交叉基

础梁与弹性地基相互作用简化分析的超元法。文献

[12]提出了弹性地基上十字交叉梁考虑上部结构影响
分析的超元法。以上研究在对节点处荷载进行分配

时，考虑了地基与基础的共同作用，且满足静力平

衡和变形协调 2个条件，但均忽略了上部结构传来的
力矩对节点位移的影响；文献[13]中虽有提及，但没
有给出考虑力矩影响的节点荷载简化分配方法。

在工程实际中，为调整结构荷载中心与基底平

面形心相重合和改善角柱与边柱下地基受力条件，

常在转角和边柱处，基础做构造性延伸。本文基于

Winkler地基上无限长梁的解答，推导出集中力偶作
用下半无限长梁在作用点处挠度，提出了集中力偶

作用下的悬挑影响系数计算公式；根据静力平衡和

变形协调条件，建立竖向荷载和力矩共同作用下具

有悬挑的十字交叉基础的节点分配荷载一般公式。

2 Winkler地基上梁节点荷载分配计算
2.1 Winkler地基上梁挠曲微分方程

Winkler地基上梁的荷载分配分析见图 1。图中：
x为到远点的距离；p为基底反力，p(x) 为点 x处的
基底反力；q为分布荷载，q(x)为点 x处的分布荷载；
M为弯矩；V为剪力。

Winkler地基上梁挠曲微分方程为[14-15]

           ，                         （1）

式中：Ec, I分别为基础梁的弹性模量和惯性矩；

k为地基抗力系数；
b为基础梁的宽度；
w为梁的挠度。

2.2 Winkler地基上无限长梁的节点荷载分配
在Winkler地基上的无限长梁上分别施加一集中

力 P、集中力偶 M0，从而得无限长梁的挠度 w、转
角 、弯矩M及剪力 V，见图 2[16]。图中，为弹性地

基梁的特征系数，Ax, Bx, Cx, Dx均为参数，且

                                     

（2）

图1 Winkler地基上节点荷载分配分析简图
Fig. 1 Sketch of load distribution of

joint on Winkler foundation

a）梁上施加集中力P

b）梁上施加集中集中力偶M0

图2 Winkler地基上无限长梁的挠曲和内力
Fig. 2 Deflection and inner force of infinite beam on

 Winkler foundation
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2.3 Winkler地基上半无限长梁集中力作用点处挠度
如图 3所示，在半无限长梁上作用集中力 P0，作

用点 O距梁端 A的距离为 l（l< / ），则作用点 O处
梁的挠度[7]

   。       （3）

令

          ，             （4）

从而得

                                    ，                              （5）

式中 为集中力作用下的悬挑影响系数。

图 4为集中力作用下悬挑影响系数曲线。

2.4 Winkler地基上半无限长梁集中力偶作用点处的
挠度

如图 5所示，在半无限长梁上施加集中力偶M0，

作用点 O距梁端 A的距离为 l（l< / ），利用叠加原
理求解作用点 O处梁的挠度，求解方法如下：
将梁从 A 端向外无限延伸形成无限长梁，按无

限长梁方法求解力偶M0在 A截面产生的弯矩Ma、剪

力 V a。由于原半无限长梁 A端为自由端，弯矩及剪
力均为 0，故在无限长梁 A处加上弯矩MA、剪力 VA

以抵消M0在无限长梁上A处产生的弯矩Ma、剪力Va，

满足自由端弯矩及剪力为 0的条件。求得弯矩MA、剪

力 VA后，分别求力偶M0、弯矩MA、剪力 VA在无限

长梁 O处的挠度，然后叠加求出 O处的挠度。
求解步骤如下：

1）根据图 2b中公式，力偶M0在无限长梁 A截
面产生的弯矩Ma、剪力 Va为

                                （6）

2）根据在无限长梁A处施加的弯矩MA、剪力VA，

在该处产生的弯矩、剪力分别为 -Ma, -Va的条件，由

图 2中公式，建立如下方程：

                                             （7）

求解方程（7）得

                                         （8）

3）由图 2中公式分别求得力偶M0、弯矩MA、剪

力 VA在无限长梁 O处的挠度，叠加得

      。   （9）

令

                 ，            （10）

从而得

                               ，                       （11）

式中 为集中力偶作用下的悬挑影响系数。

图 6为集中力偶作用下悬挑影响系数曲线。

图3 集中力作用下的半无限长梁

Fig. 3 Semi-infinite beam under concentrated force

图4 集中力作用下的悬挑影响系数曲线

Fig. 4 Cantilever-influence coefficient curve under
concentrated force

图6 集中力偶作用下的悬挑影响系数曲线
Fig. 6 Cantilever-influence coefficient curve under

concentrated couples

图5 集中力偶作用下的半无限长梁内力和挠度计算
Fig. 5 Calculation of deflection and inner force of

 semi-infinite beam under concentrated couples
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3 十字交叉基础节点荷载分配

在如图 7所示的十字交叉基础简图上，任一交
叉点处都作用有从上部结构传来的竖向荷载 F i和

x,y方向的力矩 M ix,  M iy。不考虑扭转变形的影响，

即一个方向的条形基础有转角时，不引起另一方

向条形基础的内力，Mix, Miy分别由 x, y方向基础承
担 [17]。

考虑基础与地基的共同作用，对任一节点，荷

载分配必须满足以下 2个条件：
1）静力平衡条件。节点处分配在 x, y方向条形

基础的竖向荷载之和等于柱荷载，即

                              Fi = Fix+Fiy，                              （12）
式中：F i为任一节点上作用的柱荷载；

Fix, Fiy分别为分配在 x, y方向条形基础梁上的竖
向荷载。

2）变形协调条件。即 x, y方向条形基础梁在节
点处的挠度相等。

                                wix = wiy，                                 （13）
式中，wix, wiy分别为 x, y方向条形基础梁在节点处
的挠度。

文献[13]在分配十字交叉基础节点荷载时，把
交叉基础分成 6种不同的类型，本文采用文献[7]的
分类方法，统一把节点分成 3类：内柱节点，见图
8a；边柱节点，见图 8b；角柱节点，见图 8c。

3.1 内柱节点荷载分配

对内柱节点（图 8a所示），Fix, Fiy分别为柱荷载 Fi

分配在 x ,  y 方向条形基础梁上的竖向荷载。根据
Winkler地基上无限长梁的解，x方向条形基础梁在 Fix

作用下，i 节点产生的挠度为

                      ，                                 （14）

式中：b x为 x方向基础宽度；
Sx为 x方向基础的弹性特征长度，Sx=1/ x。

同理，y方向条形基础梁在 F iy作用下，i节点产
生的挠度为

                      ，                                 （15）

式中：b y为 y方向基础宽度；
Sy为 y方向基础的弹性特征长度，Sy=1/ y。

由式（12）~（15）解得

                                      （16）

3.2 边柱节点荷载分配

对边柱节点（图 8b所示），节点柱荷载 Fi可分解

为作用在无限长梁上的 F ix和作用在半无限长梁上的

Fiy。由式（5）和式（11）可知，y方向条形基础梁在
Fiy, Miy作用下，i节点产生的挠度为

图7 十字交叉基础简图

Fig. 7 Sketch of crossed foundation beams

a）内柱节点

b）边柱节点

c）角柱节点
图8 交叉基础节点类型

Fig. 8 Various joints of crossed foundation beams
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         ，               （17）

式中： y为 y 方向基础梁集中力作用下的悬挑影响
系数；

y为 y 方向基础梁集中力偶作用下的悬挑影响
系数。

由式（12）~（14）和式（17）解得

                                                                                   （18）
若 y方向基础梁无悬挑，则取 ly=0。由式（4）和

式（10）可得 y=4， y=2。从而式（18）变为

 

                                                                                    （19）
3.3 角柱节点荷载分配

对角柱节点（图 8c所示），节点柱荷载 Fi可分解

为分别作用在半无限长梁上的竖向荷载。同 3.2节类
似，x方向条形基础梁在 Fix, Mix作用下，i节点产生
的挠度为

           ，              （20）

式中： x为x方向基础梁集中力作用下的悬挑影响系数；

x为 x 方向基础梁集中力偶作用下的悬挑影响
系数。

由式（12）~（13）和式（17）~（18）解得

          

           （21）

若角柱任一方向无悬挑，由式（4）和式（10）可
得 x= y=4， x= y=2，从而式（21）变为

                                    

（22）

在将节点上的柱荷载进行分配的过程中，基底

面积重复计算一次，使基底单位面积上的反力较实

际的反力减少，计算结果偏于不安全，必须进行调

整修正。经调整后，i节点 x, y方向基础梁上的荷载
为[16]

                                             （23）

式中：ΔA i为 i节点多算了的基底面积；
p为调整前的基底压力平均计算值。

4 算例

本文选取文献[12]中算例，图 9为某框架结构基
础平面。

已知柱荷载F1=2 400 kN，F2=3 200 kN，F3=4 000 kN，
F4=4 500 kN；弯矩M1x=30.0 kN·m，M1y=33.8 kN·m，

图9 计算实例

Fig. 9 The calculation example
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M2x=23.8 kN·m，M2y=28.0 kN·m，M3x=35 kN·m，
M3y=33.0 kN·m，M4x=26.3 kN·m，M4y=28.0 kN·m。持
力层地基抗力系数 k=5× 10 4 kN/m3，基础混凝土

弹性模量 Ec=2.55× 107 kN/m2，x方向基础梁的宽
度、惯性矩、悬挑长度分别为 3.0 m, 0.127 m4, 1.5
m，y 方向基础梁的的宽度、惯性矩、悬挑长度分
别为2.0 m, 0.110 m4, 1.8 m。
4.1 节点荷载分配

对 JL-1 基础梁，有 b x=3.0 m，I x=0.127 m4，

， 。

由式（4）和式（10）得： x=1.80， x=0.70。
对 JL-2 基础梁，有 b y=2.0 m，I y=0.110 m4，

， 。

由式（4）和式（10）得： y=1.52， y=0.48。
采用式（16）、式（18）和式（21）分别计算分

配在 x, y方向条形基础梁上的竖向荷载 Fix, Fiy，计算

结果见表 1。

4.2 分配荷载调整

作用在诸节点上集中力的总和为

                            ；

基础的实际底面积为

                             ；

交叉基础各节点重叠的基地面积之和为

                              ；

调整前的基底压力平均计算值为

                  。

由式（16）可得各节点经调整后的分配荷载。计
算结果见表 2。

5 结语

1）基于对Winkler地基上无限长梁的解答，推导
出集中力偶作用下半无限长梁在作用点处的挠度，

提出了集中力偶作用下的悬挑影响系数的计算公式。

2）根据静力平衡和变形协调条件，建立了竖向
荷载和力矩共同作用下十字交叉基础的边柱和角柱

节点分配荷载的一般公式。
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