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摘 要：根据因子分析法的思想，用统计学的方法，建立多属性数据样本间的相似矩阵，探索求因子载

荷矩阵的有效方法，实现多属性数据的样本聚类。文中的方法是因子分析法在聚类分析中的进一步推广与

应用。
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Abstract：According to the thought of factor analysis method established the similar matrix between multiple at-
tribute data samples by statistical methods, and explored the effective solution to the factor loading matrix for the realization
of sample clustering of multiple attribute data. This method is the factor analysis method further extended and applied in
clustering analysis.
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0 引言

因子分析法是通过建立数学模型，用线性代数

的方法，研究多属性变量间的内在依赖关系。用少

于属性变量个数的几个抽象变量表示被观测数据的

基本结构，实现对被观测数据变量的降维，达到简

化数据结构的目的。这几个抽象的变量通常被称为

因子，每个因子综合地包含了多个属性变量的信息，

是一些异于可观测原始变量的不可观测的潜在变量。

因子分析的内容较丰富，常见的类型可以概括为两

类[1-5]：一类是R型因子分析，另一类是Q型因子分
析，前者是基于变量间的相关系数矩阵，后者则基

于样本间的相似矩阵，两种矩阵均为非负定矩阵。

这两种类型选择因子分析的对象和计算的出发点不

同但方法类似。在实际问题中，由于被观测的样本

数目 n通常较大，因此Q型因子分析中的样本相似
矩阵是一个阶数较高的 n阶方阵，其计算量与 n2同

阶且可能是非正定的；而求解样本相似矩阵的特征

根与特征向量的计算量与 n3同阶。由于计算量随阶

数 n 的增大而急剧增大，这就限制了以样本为变量
的Q ﹑型因子分析法在经济学 生物学和社会学等领

域中的应用。

为此，本文根据高阶样本相似矩阵与因子载荷

矩阵的关系，通过间接地求解一个与高阶样本相似

矩阵有联系的低阶矩阵的特征根与特征向量，探讨

因子载荷矩阵的计算方法。
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1 预备知识

文中所讨论的随机向量是具有 p 种属性变量的

总体，用列向量 表示。n个样本
为源于总体 n 次观测所获得的 n 个 p 维数据组

（ ）；第 i个样本用列向量 表

示，均值 ；n 个样本的数据矩阵表示为

或用列向量表示为 。为了

方便，在文中引入如下记号：

样本向量的均值

样本向量的离差矩阵

，

式中： ；

。

样本向量的协方差矩阵

，

式中 。

样本向量的相似阵

，

式中 。

令 ，将样本数据矩阵 标准

化后得到矩阵 ，其列向量矩阵表示为

，其中 ，i = 1 ,
2,…,n。

Z的离差矩阵为ZZT，协方差矩阵为 ，标

准化后样本向量 Z 的协方差矩阵等于原样本向量 Y
的相似矩阵，即

                             。

引理 1[6] 实对称矩阵的不同特征值的特征向量

彼此正交。

引理 2 [6] 对于 n阶实对称矩阵 B，必存在一个
n阶正交矩阵 P使得 （其中 是以矩阵 B的

特征值为对角元素的对角矩阵），即实对称矩阵都可

以对角化。

引理3 对于实对称矩阵ZZT与ZTZ有如下结论：
1）矩阵ZZT与ZTZ矩阵的特征值为非负实数，且

2个矩阵具有相同的正特征值。
2）若 为矩阵 ZZT的非零特征值 i的单位特征向

量，则 为矩阵 ZTZ的非零特征值 i的单

位特征向量。

3）若 为矩阵ZTZ的非零特征值 i的单位特征向

量，则 为矩阵ZZT的非零特征值 i的单位

特征向量。

证明 1）根据实对称矩阵 ZZT及 ZTZ具有非负
定性，由引理 2即可得它们的特征值为非负实数。不
妨设 是矩阵 ZZT关于正特征值 i的单位特征向量，

即 ，则有

， 。         （1）

根据式（1），可推得矩阵 ZTZ的特征多项式为
，                         （2）

即 i是矩阵 ZTZ的特征值。
同理由 ，可推得矩阵ZZT的特征多项

式为

                                ，

即 i是矩阵 ZZT的特征值。

2）若 是矩阵ZZT关于 i的单位特征向量，则有

， 。

于是得

        （3）

取 ，即 为矩阵 ZTZ相应于特征值

i的单位特征向量。

3）同理可证，若 为非零特征值 i关于矩阵 ZTZ

的单位特征向量，则 为矩阵 ZZ T相应于

特征值 i的单位特征向量。

2 主要结论及证明

对于 p种属性的 n个样本，首先将原始数据矩阵
标准化，得矩阵 ，若用列向量表示，则记
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为 ，其中 ，i=1,
2,…,n。
如果观测到的 n个样本之间具有强相似性，则可

依照样本相似性的大小将 n 个样本分组，使得同组
的样本之间相似性较高，不同组的样本之间相似性

较低，实现样本的聚类，并对类中样本所具有的共

性进行分析和解析。

根据因子分析的思想，引入一组抽象公共因子

变 量 和 一 组 特 殊 因 子 变 量

，将样本分量 近似地

用因子变量 的线性关系式表示。依据

样本与 F的相似程度，近似地通过因子载荷矩阵用
公共因子 来描述位于同组样本具有的

基本结构。样本 关于公共因子F和
特殊因子变量 的数学模型为

，i=1,2,…,n，   （4）
且满足下列条件：

ⅰ）m≤ n；
ⅱ） ，即协方差矩阵为零，公共因子

与特殊因子不相关；

ⅲ） ，i=1,2,…,n，即样本的方差等
于 1；

ⅳ） i, j=1,2,…,m，即公共因

子彼此不相关，F的协方差矩阵为单位矩阵。

ⅴ） i, j=1,2,…,n即特殊因

子彼此不相关，特殊因子 的方差等于 。

令式（4）中公共因子变量的系数矩阵与特殊因
子变量的列矩阵分别为

，

。

则模型（4）简化为
  ，                            （5）

其中系数矩阵 称为公共因子变量F的载荷

矩阵。

定理1 对于模型（5），在满足条件ⅰ）~ⅴ）时，
有如下结论：

1） ，i=1,2,…,n，j=1,2,…,m；
2） ，i=1,2,…,n；
3）Zi与Fj的相关系数 rij=aij；

4） ，其中

， 。

证明 1）根据式（4）及条件ⅱ）有

 
（6）

2）根据式（4）及条件ⅱ）~ⅳ）有

3）根据条件ⅳ）和式（6）~（7）得

      。          （8）

4）由式（5）求 Z的协方差矩阵，可得
。        （9）

根据等式

，

cov(F,F)=diag(1,1,…,1)，

，

将式（9）化为

             。            （10）
推论 1 在模型 中，对于任意m阶正

交矩阵 T，若A=A*T，则有
。

定理 2 在式（10）中，令

，

（j=1,2,…,m），
若满足条件 h1≥ h2≥…≥ hm，则有如下结论：

1）矩阵R*的特征值 i=hi（i=1,2,…,m）；
2）相应特征值 i的单位特征向量

（i=1,2,…,m）；

3）载荷矩阵 。

证明 令 ，由式（10）得

i, j=1,2,…,n。 （11）

首先考虑在满足条件 时，使

取得最大值，求向量 的情形。

（7）
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根据拉格朗日乘数法，构造目标函数

。        （12）

由于 是对称矩阵，在式（1 2）中有

uik=uki，分别对 ai1(i=1,2,…,n)求偏导数得

（i=1,2,…,n），  （13）

 （j≠1；i=1,2,…,n）。（14）

   将式（13）和（14）改写为

（i=1,2,…,n；j=1,2,…,m），    （15）

式中

用 ai1乘式（15）并对 i求和，得

。              （16）

结合式（13），将式（16）化为

（j=1,2,…,m）。              （17）

用 aij乘式（17）并对 j求和，得

。           （18）

结合式（11），由式（18）得

    
。    （19）

将式（19）的 n个等式用矩阵表示即为

。                         （20）
式（20）表明，h1是矩阵 R*的最大特征值，A1

是相应于 h1的特征向量，若设R*的最大特征值为 1，

相应的单位特征向量为 t1，则可得定理 2中的结论：

1=h1， ，或改写为 。

由 R*的谱分解式

，

同理可得矩阵R*由大到小的其余m-1个特征值 2≥

3≥…≥ m，其中 ，以及相应的

单位特征向量 ，或改写为

。

定理 2证毕。
由于样本相似矩阵R是已知的，特殊因子 的方

差 通常是一个待估计的量，等式

中的矩阵R*为未知。因此定理 2中由条件R*=AAT求

载荷矩阵A不可行。在实际应用中通常将R*作近似

处理，将由条件R*=AAT求载荷矩阵A的问题转化为

在条件R≈AAT下，由协方差矩阵 求载

荷矩阵 A的近似矩阵 A*，再利用回归的思想估计特

殊因子的方差。 因为样本离差矩阵ZZT是一个 n阶的
对称矩阵，而 ZTZ是一个 p阶对称矩阵，样本数 n通
常远大于样本所具有的属性个数 p，因此求 n阶标准
矩阵 ZZT的特征值和特征向量的计算量较求 p阶矩阵
Z TZ 的特征值和特征向量复杂得多。为此，由矩阵

的特征值及特征向量得到 的特征值

及特征向量，即可减少求载荷矩阵 A的近似矩阵 A *

的计算量。

推论 2 设矩阵 Z T Z 的 m 个非零特征值为
，其排列的顺序由大到小，相应于第

i个特征值 i的单位特征向量为 。对于样本相似矩

阵 ，则有如下结论：

1） 是矩阵R的特征值；

2）矩阵R与矩阵 ZZT具有相同的单位特征向量

 ，且 ；

3）载荷矩阵

。

由引理 3和定理 2易证，故略去证明。

3 实例

例 1 10名学生的数学与语文考试成绩见表 1。
表1 学生成绩

Table l Student’s score

1
2
3
4
5

数学
yi1

7 7
6 7
8 0
7 4
7 8

语文
yi2

6 4
6 5
7 4
8 4
6 2

平均

70.5
66.0
77.0
79.0
70.0

样本

序号

 06
0 7
0 8
0 9
1 0

数学
yi1

6 6
7 7
8 3
8 6
6 5

语文
yi2

5 2
7 2
6 1
4 1
8 4

平均

59.0
74.5
72.0
63.5
74.5

样本

序号
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以这10名学生作为样本观测点，共10个样本。第
i个样本用Yi表示，它是由数学成绩 yi1与语文成绩 yi2

构成的二维数组，记为 。试

从而得 。

矩阵ZTZ有一个非零特征值 =10，对应的单位特

征向量 ；根据矩阵 ZTZ与矩阵 ZZT特

征值及特征向量之间的关系，得矩阵 ZZ T的单位特

征向量

。

于是得载荷矩阵

，

提 取 的 公 共 因 子 只 有 一 个 ， 即 F 1 ， 样 本

关于公共因子 F 1和特殊因子变

量 的数学模型表示为 。

根据定理 1可知，第 i个样本与公共因子F1的相

关系数 见表 2。

表2表明，Z4和Z10相关于公共因子F1的正方向；

Z1, Z2, Z3, Z5, Z6, Z7, Z8, Z9相关于公共因子F1的反方

向。因此，可将这 10名学生分为 2类，第一类由 4号
与 10号学生组成；第二类为余下的 8名学生组成。公
共因子 F1的正方向表明学生的语文成绩优于数学成

绩，反方向表明学生的语文成绩劣于数学成绩。

4 结语

对于 p 种属性的 n 个样本，样本相似矩阵

是一个 n阶的高阶对称矩阵，矩阵 Z TZ

的阶是一个比R矩阵阶数低得多的 p阶对称矩阵。由
推论 2获得求载荷矩阵 A*的方法，其计算的复杂程

度远低于通过 R矩阵获得载荷矩阵 A *的方法。
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，

表2 相关系数分布

Table 2 The distribution of correlation coefficient
样本 Z i

相关系数 r i 1

Z1

-1
Z2

-1
Z3

-1
Z4

1
Z5

-1
Z6

-1
Z7

-1
Z8

-1
Z9

-1
Z10

1

用因子分析法，按样本与因子相似的程度将这 10名
学生分类，且作出合理的解释。

解 由 将原始数据标准化得矩阵




