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摘 要：通过拉普拉斯变换，把一阶线性常系数微分方程组化为代数方程组，再求出代数方程组的解，

此代数方程组的解是含有孤立奇点的复变函数，这些孤立奇点实际上是系数矩阵的特征根。对代数方程组

的解与指数函数的乘积施行拉普拉斯逆变换，就得到原微分方程组的解。
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Residue Solution to Initial Value Problems of First Order Linear
Constant Coefficient Differential Equations
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Abstract：By Laplasse transform, first order linear constant coefficient differential equations are transformed into
algebraic equations, and the solutions to the algebraic equations are found out. The solutions of the algebraic equations are
complex functions with isolated singularities, and these isolated singularities are actually the characteristic roots of coeffi-
cient matrix. By performing inverse Laplasse transformation on the solutions of algebraic equations and the product of
exponential function, obtains the solutions of the original differential equations.
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在现代科学技术中，许多问题的数学模型是一

阶线性常系数微分方程组的初值问题，已有的求解

方法和公式[1]要涉及大量的计算过程，因此，实际应

用价值不大。本文介绍此类问题的一种简捷的求解

方法——留数法。

 1 一阶线性常系数齐次微分方程组

1.1 初始条件为 y(0)=B0
的情形

考虑一阶线性常系数齐次微分方程组初值问题

                              （1）

式中： 是 n阶方阵；

；

。

微分方程组（1）的解为[1]

y(t)=etAB0
，                                （2）

式中 。

的留数解法
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公式（2）涉及矩阵的乘方及幂级数求和的计算
问题，因此，公式（2）实际上是一个理论上的求解
公式。下面介绍微分方程组（1）的留数解法，这种
方法不仅可简化求解过程，更重要的是给出了这类

微分方程组的另外一种解法。

对方程组（1）中的 两边进行拉普拉

斯变换，并利用拉普拉斯变换的微分性质得[2]

sF(s)-B0=AF(s)，                              （3）

式中 ，

(i=1,2,…,n)。
将式（3）变形得

(sE-A)F(s)=B0
。                                  （4）

令 ，得A的所有特征根 1, 2,…, m
（m≤

n），它们的重数分别为 k1,k2,…,km
，k1+k2+…+km=n。

当 s≠ i(i=1,2,…,m)时，F(s)=(sE-A)-1B0
，即

                 
，               （5）

式中 是 sE-A的行列式，(sE-A)*是 sE-A的伴
随矩阵[3]。

F(s)是关于复数变量 s的有理函数，当 s= i(i=1,
2,…,m)时，F(s)没意义，即 1, 2,…, m

是复变函数F(s)
的孤立奇点。根据拉普拉斯逆变换的定义[2]，F(s)的
拉普拉斯逆变换 y(t)=L-1[F(s)]等于F(s)est在所有孤立

奇点的留数之和[2 ]，即

。      （6）

记 的第 i行第 j列元素的代数余子式为 Aij(s)(i,

j=1,2,…,n)，则式（5）变形为

，                               （7）

式中： ；

(i=1,2,…,n)是将D(s)的第 j列用B0
替换所得

到的行列式。

因此，式（6）可变形为

   

。 （8）

如果
1, 2,…, m

（m＜n），分别是 sE-A的k1,k2,…,

km
阶重根，k1+k2+…+km=n，则根据 i

是 的极点

阶数计算 。当 ki
≥2且 (1≤ j≤

n，1≤ i≤ n)时，i
是 的 ki

阶极点，根据高阶极

点留数的计算法[4]有

。

如果
1, 2,…, n

都是 sE-A的单根，则当

(j=1,2,…,n；i=1,2,…,n)时，i
是 的一阶极点，根据

一阶极点留数的计算法[4]有

，

式中 。

当 (1≤ j≤ n，1≤ i≤ n)时，则

， ，

式中 (s)与 (s)都是关于 s的多项式，且 ，

。

，

所以 s= i
是 的可去奇点[4]，也是 的可去

奇点。而可去奇点的留数等于零，即 。

为了统一记号，把这种情况下的留数

仍然记为 ，且 =0。

有了上述记号，即可将式（8）表示为
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，

即方程组（1）的解为

。

1.2 初始条件为 y(a)=B0
的情形

考虑一阶线性常系数齐次微分方程组初值问题

                              （9）

式中 。

设 u=t-ai
，则

(i=1,2,…,n)，

从而

                ，

所以方程组（9）化为

                        （10）

式中 。

由式（8）得

，          （11）

特别地，当
1, 2,…, n

都是D(s)的单根时

            

。                  （12）

2 一阶线性常系数非齐次微分方程

考虑一阶线性常系数非齐次微分方程组的初值

问题

                     （13）

式中 是 n维常数向量。
相应地

Ay(t)+H=0                                 （14）
是 n 阶非齐次线性方程组。
当 r(A,H)=r(A)=n时，方程组（14）有惟一的非

零解；

当 r(A,H)=r(A)<n时，方程组（14）有无穷多解。
总之，当方程组（14）有解时，可选取一个非零

解 Y *。

因为 Y *的每一个分量都是常数，所以 ，

，即 Y *是 的特解。

定理 1 [5 ] 设 Y ( t )是 的通解，Y *是

的一个特解，则 y ( t ) = Y ( t ) + Y *是

的通解。

定理 2 设Y *是方程组（14）的一个非零解，Y(t)
是初值问题

                             （15）

的解，则 y(t)=Y(t)+Y *是初值问题（13）的解。
证明 由定理 1知，y(t)=Y(t)+Y *是（13）的解。

因y(0)=Y(0)+Y *，y(0)-Y *=Y(0)，即（15）的初始条件
为 y(0)=B0-Y *时，（13）的初始条件为 y(0)=B0

。证毕。

根据定理 2，先求出代数方程组（14）的一个非

组初值问题的留数解法
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零解 Y *，再用留数法求出方程组（15）的解 Y(t)，则

y(t)=Y(t)+Y *就是一阶线性常系数非齐次微分方程组

（13）的解。

3 解法举例

例 1 求微分方程组

                     
（16）

在初始条件 下的解。

解 ， ， 。

首先解线性方程组

Ay(t)+H=0，
即解方程组

                           
，

解之得

                              
。

因为

           
，

再用留数法求微分方程组

                                                
（17）

在初始条件 下的解。

由 ，得

。

令D(s)=0，得A的 2个特征根为 s1=1，s2=4，从
而有：

， D1(1)=-4，D1(4)=-1；

，D2(1)=-4，D2(4)=2。

，

。

微分方程组（17）的解为

。

因此，微分方程组（16）的解是

。
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