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摘 要：基于矩阵的相似关系和合同关系，给出矩阵的同变换关系，并得到了一些性质和定理。利用矩

阵的同变换关系，解决了求一类变系数线性微分方程组的通解问题。
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Abstract：Based on the matrix of similarity relationship and contract relationship, presents the matrix of same trans-
formation relationship, and obtains some properties and theorem. By means of same transformation relationship, gives the
general solution for a kind of variable coefficient linear differential equations.
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1 预备知识

记K为数域，Mn
为数域K上的 n阶方阵的集合，

为矩阵 A的所有特征根。
定义 1[1-3] 设A和B都是数域K上的 n阶方阵，

如果存在数域 K 上的一个可逆矩阵 T，使得

                T -1AT =B，                                       （1）
则称 A和 B相似，记为 A~B。
定义 2[1-3] 设A和B都是数域K上的 n阶方阵，

如果存在数域 K 上的一个可逆矩阵 T，使得

                            TTAT = B，                                    （2）
则称 A和 B合同，记为 。

显然，矩阵的相似关系和合同关系都是等价的。

在式（1）中，若B是若尔当标准型矩阵，则矩
阵A可若尔当标准化；若矩阵A的特征根是单根，则
矩阵 A 可对角化。

定义 3[4] 设 T Mn
为可逆矩阵，矩阵A, B Mn

，

若通过变换

               ，                           （3）
使 f (A)与 f (B)都能化成若尔当标准型，且对应的若尔
当块的阶数相同，则称矩阵 A 与 B是同变换矩阵。
本文对 2个以上（包括 2个）矩阵进行研究，给

出新的同变换矩阵的定义，由此得出一系列结论，

并将其应用于解决数学问题。

2 若尔当型矩阵

定义 4 形如 的矩阵称
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为若尔当型矩阵块，记为 。

若 N，则称 为 格若尔当块；若 =1，则

称 为若尔当标准型，简记为 ；若 =0，则
称 为对角矩阵。

定理 1[2] 设 A Mn
是给定的复矩阵，又设 ＞ 0

是已知的，则存在一个可逆矩阵 T Mn
使

，（4）

其中 。

定义 5 式（4）中，若 N，则称A是 格的。
根据定义 4和定理 1，易得到下面的定理 2和定

理 3。
定理2 设A Mn

是给定的复矩阵，那么存在2个
可以通过变换（3）化成若尔当型，且对应的若尔当
块的阶数相同的复矩阵A1, A2 Mn

，使得

     A=A1+A2
。            （5）

定理 3 若矩阵A Mn
是 格的，则存在 个可以

通过变换（3）化成若尔当标准型，且对应的若尔当
块的阶数相同的复矩阵列A1, A2,…, A ，使得

            。                                （6）

3 同分布矩阵

定义 6 若 2个矩阵A, B Mn
所有特征根的个数

相等，且其对应的重数也相等，则称矩阵 A与 B的
特征根是同分布的，简称矩阵 A 与 B 同分布。
定义 7 若 n个矩阵A1, A2,…, An Mn

所有的特征

根个数相等，且其对应的重数也相等，则称矩阵A1,
A2,…, An

的特征根是同分布的，简称矩阵A1, A2,…, An

同分布。

根据定义 6和定义 7，易得关于同分布矩阵的性
质定理 4~10。
定理 4 在数域K上的 n阶方阵的同分布关系是

等价的。

定理 5 若矩阵A与 B同分布，则AT与BT也同

分布。

定理 6 若可逆矩阵A与B同分布，则A-1与B-1也

同分布。

定理 7 若A Mn
，m N+，则Am与A同分布。

定理8 设A, B Mn
，m, n N+，若A与B同分布，

则 Am与 Bn也同分布。

定理9 设A Mn
是给定的复矩阵，那么存在2个

同分布矩阵A1, A2 Mn
，使得

               A=A1+A2
。 

定理 10 若矩阵A Mn
是 格的，则存在 个同分

布矩阵列A1, A2,…, A ，使得

                。

４ 同变换矩阵

定义8 设A, B, T Mn
，且T可逆，经过变换（3）

后，若 f (A)与 f (B)都是若尔当型矩阵，且对应的若
尔当块的阶数相同，则称矩阵A与B是同变换矩阵，
记为AfB。
定义 9 在定义 8中，若 T T=T -1，则称矩阵A与

B是正交同变换矩阵，记为 Af ⊥B。
定理 11 矩阵 A与 B是同变换矩阵的必要条件

是，矩阵 A 与 B 是同分布的。
证明 由同变换矩阵得定义可知，矩阵A与B必

定所有的特征根的个数相等，且其对应的重数也相

等，故矩阵 A 与 B 是同分布的。
定理 12 矩阵 A与 B是同变换矩阵的充要条件

是，f (A)与 f (B)是同分布的。
证明 先证必要性。

设矩阵 A 与 B 是同变换矩阵，由定义 8 可知，

f (A)与 f (B)是对应的若尔当块的阶数相同的若尔当型
矩阵。再由定义 6可知，f (A)与 f (B)是同分布的。
再证充分性。

因为 f (A)与 f (B)是同分布的，所以 f (A)与 f (B)是
对应的若尔当块的阶数相同的若尔当型矩阵，即

T -1AT与T -1BT都是若尔当型矩阵，且对应的若尔当
块的阶数相同。由定义 8知，A与 B是同变换矩阵。
定理 13 在数域 K上的 n阶方阵的同变换关系

是等价的。

证明 A, B, C Mn
，则有：

自反性 显然 A与 A是同变换的。
对称性 若 A与 B同变换，易知 B与 A也是同

变换的。

传递性 若A与B同变换，B与C同变换，易证

A与 C也是同变换的。
因此在数域 K 上的 n 阶方阵的同变换关系是等

价的。

定理 14 若AfB，则ATfBT。

证明 记 f T(A)=( f (A))T。由AfB，可知，存在可
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逆矩阵 T，使得 f (A)与 f (B)是同分布的。
根据定理 5知，f T(A)与 f T(B)是同分布的，而

         ，

         ，

式中 。

由定理 12知ATfBT。

定理 15 设矩阵A与B可逆，若AfB，则A-1fB-1。

证明 记 f -1(A)=( f (A))-1。由AfB可知，存在可逆
矩阵 T，使得 f (A)与 f (B)是同分布的。

根据定理 6知， 与 是同分布的，而

         ，

         。

由定理 12知A-1fB-1。

定理 16 若A Mn
，m N+，则AfAm。

证明 设 T为可逆矩阵，由定理 7知 与

T-1AT同分布。又

      ，

故 T -1AmT与 T -1AT是同分布的。
由定理 12知AfAm。

定理17 设A, B Mn
，m, n N+，若AfB，则Am fBn。

证明 因AfB，由定理 11知A与B是同分布的。
又m, n N+，由定理 8知存在可逆矩阵T，使(T -1AT)m

与(T -1BT)n也同分布。而

          ，

    ，

T -1AmT与 T -1BnT是同分布的。
由定理 12知Am fBn。

特别地，当m=n时，即若AfB，则Am fBm。

定理 18 设A Mn
是给定的复矩阵，则存在 2个

同变换矩阵A1, A2 Mn
，使

                  A=A1+A2
。

证明 在定理 2中，易知矩阵A1, A2
满足

           A1=T -1J1T，A2=T -1J2T。
由定理9知，矩阵A1

与A2
是同分布的，即T -1J1T

与 T -1J2T是同分布的。
由定理 12知，A1

与A2
是同变换的。

定理 19 若矩阵A Mn
是 格的，则存在 个同变

换矩阵列A1, A2,…, A ，使

                 。

证明 在定理3中，易知矩阵列A1, A2,…, A 满足

          Ai = T -1JiT，i=1, 2,…, 。
由定理 10知，矩阵列A1, A2,…, A 是同分布的，

即T -1J1T, T -1J2T, …，T -1J T是同分布的。
由定理 12知，矩阵列A1, A2,…, A 是同变换的。

5 同变换关系的应用

下面利用矩阵同变换关系求解一类线性微分方

程组。

定义 10 设 n阶矩阵

其中 fi(x)为可积函数，若A0, A1,…, An
是同变换的，则

称矩阵A(x)为同变换矩阵。
定义 11 若 n阶矩阵A(x)为同变换矩阵，则称线

性微分方程组

                                           （7）

为同变换一阶线性微分方程组。

对变系数一阶线性微分方程组的求解，至今尚

无一般方法。文献[4]对 2类变系数线性微分方程组给
出了解答，但并不完善，本文对其解法进行改进和

延伸。

要求一阶线性微分方程组（7）的通解，首先要
求出其所对应的一阶线性齐次微分方程组

                                                     （8）

的通解，再利用常数变易法[5-6]和待定系数法[5-6]求出

（7）的通解。
为了书写及证明的方便，记

定理 20 若 n阶矩阵A(x)是同变换矩阵，且矩阵

A(x)中Ai
的特征单根 所对应的特征向量为Tj

（i=0,

1,…, n；j = 1, 2,…, n），则一阶线性齐次微分方程组（8）
的通解为

          。                       （9）

证明 因为矩阵A(x)是同变换矩阵，所以根据定
理 19可知，存在可逆矩阵 T，使得
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。

利用变换 Y = TZ，则有

      
，

即

。（10）

易见方程组（10）有 n个线性无关的解：

  

把这 n个线性无关的解代回变换中，得到方程组
（8）的一个基本解组为

      ，

式中 Tj
是 T的第 j列向量。

因此，一阶线性齐次微分方程组（8）的通解为

        。

推论 1[4] 若 fi(x)=xi，即 n阶矩阵A(x)是同变换 0

格等幂矩阵，且矩阵A(x)中Aj
的特征单根 所对应

的特征向量为 Tj
（i=0, 1,…, n；j = 1, 2,…, n），则一阶

线性齐次微分方程组（8）的通解为

 

推论 2[7] 若矩阵A(x)=Axn，即 n阶矩阵A(x)是同
变换 0格单项等幂矩阵，且A的特征单根 1, 2,…, n

所对应的特征向量分别为 T1, T2,…, Tn
，则单项等幂

线性齐次微分方程组（8）的通解为

。

定理 21 若 n阶矩阵A(x)是同变换矩阵，且矩阵

A(x)中Ai
的m个不同的特征根 的重数分

别为 ，则一阶线性齐次微分方程组（8）
对于每一个 ，有 （i=0, 1,…, n；j = 1, 2,…, m）个

形如：

的线性无关的解，式中 的每一

个分量为M的次数不高于 的多项式。取遍所有

的特征根 ( j=1, 2, …, m)，就得到方程组（8）的基

本解组。

定理 21的证明与文献[5]中定理 3.14的证明方法
相仿（证明从略）。

定理 22 若 n阶矩阵A(x)是同变换矩阵，且矩阵

A(x)中Ai
的特征根 的重数为 （i=0, 1,…, n；j = 1,

2,…, m），则一阶线性齐次微分方程组（8）有 个

形如

    （11）

的线性无关的解。式中向量（即 的 个特征向量）

由矩阵方程组

                
（12）

所确定。取遍所有的 (j = 1, 2,…, m)就得到方程组

（8）的一个基本解组。
证明 把式（11）代入方程组（8），得   
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消去 并比较等式两端Ｍ的次数，有

          
（13）

在式（13）中，对每一个矩阵方程两端比较 fi(x)
的系数（向量），对任意一个 i，有矩阵方程组

                
 （14）

由于式（14）与式（12）是等价的，故定理得证。
式（12）与式

                                         
（15）

是等价的，即 所对应的特征向量为

。

观察式（1 4）与式（1 5）可知，特征向量

与 的值无关。

推论 3[4] 若 ，且 n阶矩阵A(x)是同变换

1格等幂矩阵，设矩阵A(x)中 Ai
的特征根 的重数

为 （i=0, 1,…, n；j = 1, 2,…, m），则一阶线性齐次微

分方程组（8）有 个形如

        （16）

的线性无关的解。式中向量（即 的 个特征向

量） 由矩阵方程组

                 
（17）

所确定。取遍所有的 （j = 1, 2,…, m）就得到方程组

（8）的一个基本解组。
推论 4[7] 若A(x)=Axn，即 n阶矩阵A(x)是同变换

1格单项等幂矩阵，且 i
是矩阵A的 ki

重根，则单项

等幂线性齐次微分方程组（8）有 k i
个形如

   

的线性无关的解。式中向量 由矩阵方

程组

所确定。取遍所有的
i
（i= 1, 2,…, m）就得到方程组

的一个基本解组。

6 结语

在众多的数学教材和参考资料中，一般都只对

矩阵的计算、性质、估计、应用以及矩阵之间的相

似与合同关系进行研究。本文基于矩阵的相似关系

和合同关系，给出了矩阵的同变换关系，并阐述了
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其性质。矩阵的相似、合同、同变换 3 种关系之间
的联系如图 1所示。利用矩阵的同变换关系，可以
解决求一类变系数线性微分方程组的通解问题，这

在常微分方程组的解法中，具有一定的理论价值和

应用价值。
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图 1 矩阵3种关系之间的联系
Fig.1 The contact between 3 kinds of Matrix relationship
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