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摘 要：利用平凡的变量代换方法，讨论了Riccati方程的可积性，由此给出了Riccati方程的几个新的可
积定理，定理包含了已有的相关结论，从而扩充了 Riccati方程可积的判据。
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The Integral Conditions of Riccati Differential Equation
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Abstract：Applies variable substitution method to discuss the Riccati differential equation integrability, and pre-
sents several new integrable theorem which contains the existing relevant conclusion，thereby expands integrable Crite-
rion of Riccati equation.
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0 引言

在形如

                                       （1）
的Riccati方程中，若

，

则得形如

                     

的方程，称为罗森型Riccati方程[1]。

在微分方程理论中，Riccati方程有重要的应用
价值，而大多数情况下Riccati方程是不可积的，因
此，研究Riccati方程的可积条件有十分重要的理论
意义和应用价值。

本文从罗森型Riccati方程出发，给出Riccati方
程的可积性结论，从而推广了已有Riccati方程的可
积性结论[2-3]。

为了方便，记 P=P(x)≠ 0，Q=Q(x)，R=R(x)；并

用 表示被积函数的一个确定的原函数；对于方程

（1），记 。

1 引理

引理 1 形如

                                              （2）

的罗森型Riccati方程中，x＞ 0，A, B, C和m均为任
意常数，且 A≠ 0。

1）若m=2，则当B为任意实数时，方程（2）是



第 1期 99

可积的；

2 ）若 m ≠ 2 ，则当 或

时，方程（2）是可积的。

证明 1）作变换 = xy，则方程

可化为

             。

这是一个可分离变量的微分方程，该方程可积，

故方程（2）可积。

2）令 =x-B·y，将方程（2）化为

                       = AxB 2+Cx-B-m。                                    （3）

再令 ，则方程（3）又可化为

 
  
（4）

1725年，D. Bernoulli讨论了形如

                   y′+py2 = qxm

的Riccati方程[1]，并证明了在

时方程可积。由文献[1]可知，方程（4）

可积，因此方程（2）一定可积。

2 主要结论

定理 1 若 及常数 a,b，使得

                                             （5）

成立，则Riccati方程（1）可积。

证明 当a=0，即 时，

显然 y0
是方程（1）的一个特解。由文献[1]知，方程

（1）可积。

当a≠0时，记 ，则由条件（5）可得

      ，                       （6）

                             。                               （7）

令 = y- y0
，方程（1）可化为

        。                     （8）

再将式（6）和式（7）代入方程（8）并整理得

           。

由文献[4]可知该方程可积，故方程（1）可积。

定理 2 若 及常数 a, b，使得

                           （9）

成立，则方程（1）可积。

证明 记 ，则

                  ，                          （10）

   。        （11）

对方程（1）作变换 ，可化为

     。              （12）

再将（10）和（11）代入方程（12），则方程（12）
可化为

                      。                   （13）

最后令 ，则方程（13）最终化为一个可积

的可分离变量的微分方程

              ，

其通积分可由

              

确定[5]。

在文献[5-6]中都证明了满足该条件时，方程（1）
可以化为可分离变量的微分方程，从而方程（1）是
可积的。

定理 3 若 及常数 a, b, ，使得
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                              （14）

成立，则当 时，方程（1）可积。

证明 当 =0时，即为定理 1。
当 =2时，即为定理 2。
当 b=0时，则与定理 1的证明相同。

当 且 b≠ 0时，记

    ， 

则

再记

 
，

因为 ，则

      

因此

                  ，                                  （15）

式中 。

因为

             ，                     （16）

将式（15）和式（16）代入式（12），则方程（12）可
化为

  。       （17）

又记 ，则 ，方程（17）可

化为

  。       （18）

再令 ，则方程（17）可化为

            。                  （19）

最后，令 ，则

       ，

将其代入（19）得

                       ，                            （20）

式中 。

显然方程（20）满足引理1的条件2），故方程（20）

可积。这说明当 时，方程（1）是可积的。

当 时，方程（1）的可积性的证明与

时的证明类似（证明从略）。

证毕。

3 举例

例 1 试讨论Riccati方程

       

的可积性。

解 因 ，取

y 0= 9 x 3， ，b= 9，C = 0，n= 4，则 m = 4。而

，故得

       
。

由定理 3可知该方程可积。
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例 1 中这类方程的可积性，无法用已有的其他

Riccati方程的可积性判据直接说明，而由本文给出
的定理可判断其可积性。

4 结语

在已有的文献中，通常只讨论了定理 3的条件中
当 =2时，Riccati方程的可积性，本文的结论是对已
有些结论的补充和推广。本文的结论中给出了与该

结论互不包含的可积性判据： 时的 2种可积

情况，它们仅在 b=0，即 =0时具有相同结论，故二
者具有较好的互补性。

文献[7]给出的可积性判据是：若存在常数 a和函
数 y0=y0(x)使

  

成立，则Riccati方程（1）可积。事实上本文定理 1
是对该结论的推广。

在定理3中，若取 ，Q=0，y0=0，C=0，b=1，

即可得Riccati方程可积的条件[1]。因此，定理 3包含
了D. Bernoulli的相应结论，在Riccati方程的可积性
判断中适应范围更广。
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