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摘 要：棘齿势中的玻色 -爱因斯坦凝聚系统原子呈现规则与混沌分布，采用等效势法和直接微扰法可

得到系统的混沌解。进一步研究 BEC原子间非线性相互作用对系统原子分布的影响，得到较强的非线性相
互作用可以使系统原子由规则的分布转变为混沌分布的结论。通过数值模拟可得：调节棘齿势强度的大小

可以控制BEC原子的规则与混沌分布。
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Abstract：Bose-Einstein condensate atoms with a ratchet potential appear regular and chaotic distribution. By using
equivalent potential and the direct perturbation method obtains the chaotic solution of the condensed system. Further
investigates the influence of the nonlinear interaction between BEC atoms on the distribution of the condensed system, and
finds the conclusion that the stronger nonlinear interaction can cause the system atoms from regular distribution transform-
ing into chaos distribution. Numerical simulation also reveals that the regular and chaotic distribution of BEC atoms can be
controlled by adjusting the ratchet potential strength.

Keywords：Bose-Einstein condensates；Gross-Pitaevskii equation；ratchet potential；chaos

收稿日期：2012-06-08
基金项目：湖南省教育厅科研基金资助项目（08C344）
作者简介：张冬霞（1984-），女，河南南阳人，江西渝州科技职业学院讲师，硕士，主要研究方向为材料物理，

E-mail：zhangdongwei12345@yahoo.cn

湖 南 工 业 大 学 学 报

Journal of Hunan University of Technology
Vol.26 No.4

July 2012
第 26卷 第 4期
2012年 7月

doi:10.3969/j.issn.1673-9833.2012.04.004

0 引言

1995年科学界首次在实验上实现了玻色 -爱因斯

坦凝聚[1-2]（Bose-Einstein condensation, BEC），这使得

BEC的研究有着十分重要的意义和潜在的应用价值。

近年来这项研究已引起理论和实验研究工作者的广泛

关注。BEC是一种具有宏观量子相干、宏观量子隧穿
及量子超流性质的量子流体[3]。因此，对BEC现象的
深入研究，不仅对基础研究有重要意义，而且在原子

激光、原子钟、原子芯片技术、精密测量、量子计算
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机和纳米技术等领域都有很好的应用前景。

相向传播的两束或多束相干激光束可以在空间产

生强弱相间的周期场，这类周期场通常被称为光晶格

或光格（optical lattice）。自从1996年，Damhan等人成
功地把玻色 -爱因斯坦凝聚体放到了光格中[4]，这种

由来回反射的激光束形成的具有空间周期性分布的

光晶格，成为研究 BEC宏观量子性质、相性质、物
质波干涉以及从Mott绝缘态到超流态相变等问题的
最有效工具之一[2,5-8]。更重要的是，在这样的系统中

还有许多新的现象也被观察或预测到，如Bloch带之
间的非线性 Landau-Zener遂穿[9-10]和很强的阻尼输运

特性[11]，棘齿效应[12-13 ]等。其中由于棘齿效应在生

物输运、分子马达、纳米技术等方面具有潜在的应

用价值而得到人们的广泛关注。近年来，有关棘齿

效应的研究有很多，研究的领域也很广，比较典型

的有在不对称周期势中布朗粒子的运动[13- 14 ]、约瑟

夫森结数组中棘齿势对磁通的作用[15- 16 ]、冷原子中

不对称光学晶格的棘齿效应[10,17-18 ]、棘齿势中囚禁离

子的规则与混沌运动[19]、周期驱动BEC系统的棘齿
效应[20]和其它量子领域的“棘齿效应”[21]等。

本文主要探讨在棘齿势作用下 BEC原子的规则
与混沌分布。通过等效势法和波函数时空变量分离

的方法得到一维的非线形薛定谔方程，使用直接微

扰法对这个方程进行处理，得到Melnikov混沌判据，
说明系统中存在着原子的混沌分布。再利用数学软

件Mathematica进行数值模拟，对上述理论分析加以
验证。

1 棘齿势下的玻色 - 爱因斯坦凝聚

按照平均场理论，温度接近绝对零度时，一维

BEC动力学演化可以被一维量子力学的Gross-Pitaevskii
（GP）方程（1）很好地描述[22]。

             （1）

式中： 为宏观量子波函数；

为普朗克常量；

为非线性相互作用参数， 表明横向

频率，as
为原子的 s波散射波长，可以为正也可以为

负，as>0表示两体作用互相排斥，as<0表示两体作用
互相吸引；

m为原子质量；

Vext
为一维光晶格势。

考虑玻色 - 爱因斯坦凝聚原子被囚禁在一个非

对称周期势 - 棘齿势中，应满足式（2）所示关系，

Vext(x) = V1sin (2Kx) + V2sin (Kx)，                      （2）
式中：K表示形成光晶格势的激光的波矢；V1, V2

表

示势的强度。

为了便于分析，采用无量纲化

          
（3）

式中：n是BEC的原子密度；

[K]是K的单位。
将式（2）代入式（1），从而可以得到无量纲的

GP方程

   。            （4）

文献[23]表明对散射长度可以用 Feshbach共振技
术来调节，也即意味着非线性相互作用参数 g 是可
以调节的。因此考虑非线性相互作用参数 g 的表达
形式为

g(x)=g0+g1sin2( x)，                            （5）
式中：g 0

是未修正的非线性参数；

g1
是修正之后的振幅；

为波矢。

令 且 g(x)≠0可得

           
（6）

                  
（7）

考虑 时，则根据文献[24]可得

因为 ，因此假设 ，则

     。          （8）

为了对玻色 - 爱因斯坦凝聚系统作出简单明了

的描述，设式（6）的解为

        ，                     （9）
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式中：R(x)表示振幅；

θ(x)表示相位角；
μ表示化学势。

将式（9）代入式（6），可以得到由它相应的实
部和虚部而分成的 2 个耦合方程：

                                                                                   
（10）

，     （11）

式中 。

式（11）可以转变为

。                 （12）

原子流密度 J(x)可以表示为

 。                    （13）

式（13）表明系统中存在超流现象，且原子流密
度不是一个常数，这表明原子流不是一个稳定的流。

通过对式（13）进行数值模拟来研究非线性系数ε对
玻色 - 爱因斯坦凝聚体系统的影响，其结果如图 1所
示，图中 =5。由图可看出，随着ε的增大，流的强度
也在增大，这说明ε对原子流密度的影响较大。

 

为了更好地揭示原子流密度对系统的影响，利用

数学软件Mathematica对式（10）进行数值模拟，模拟
出相图 和相应的 R(x)空间演化图，其结果
如图 2~3所示。设置参数为：

当 =0.01时，所得图像如图 2所示，由相图和对
应的空间演化曲线可以看出，凝聚体原子的分布是

有规则的；当 =0.65时，由图 3可以看出，凝聚体原
子的分布是无规则的。由此可以分析出原子流的大

小对凝聚体原子的分布有很大影响，当原子流较小

时，对系统几乎没有影响；当原子流较强时，系统

的原子分布由规则的分布转变为不规则的混沌分布。

图 2 表明此时系统原子是有规则的分布。

图1 非线性系数对原子流密度空间演化曲线的影响

Fig. 1 The impact of nonlinear coefficient on
the spatial evolution of the current

a）ε=0.01

b）ε=0.65

a）  相图

b）R(x)的空间演化曲线

图2 =0.01时凝聚体原子的分布情况
Fig. 2 The distribution of BEC with =0.01

a） 相图
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图 3 表明此时系统原子是无规则的分布，这里

=0.65，其余系统参数和初始条件和图 2一致。

2 微扰分析

将式（13）代入方程（10），可以得到R(x)所满足
的薛定谔方程为

        

（14）

对于这样一个非线性微分方程，一般很难求得

其精确解。这里将棘齿势作为一个外加微扰来考虑，

采用直接微扰法来求方程的近似解。将振幅做级数

展开，并且只考虑一级近似

。          （15）

将式（15）代入到式（14），可以得到 2个方程，
零级方程为

              （16）

一级方程为

，      （17）

式中，
  

对于式（16）和（17），如果 J(x)为一个变量，则
方程很难求解，因此考虑当ε足够小时，J(x)可以约
等于 1，则当 时，式（16）是一个非常著名的

Duffing方程，它具有一个同宿解[25]

，                    （18）

式中：

。

这里 C是一个积分常数，b和 c满足式（19），

          
（19）

运用零级解（18）和常数变易法，可以构建一级
微扰方程（17）解析解的一般形式[26]，即

，          （20）

式中：A和 B是两个积分常数；

f和g是方程（17）在 (x)=0时2个线性无关的解，
其形式为

         （21）

                                                                                            （22）
显然，x趋近于无穷大时，f趋于零，但 g的极大

值随 x的变化而趋向于无穷大。因此在通常情况下，
一级近似解（20）是无界的。但是，对于这个发散解
可以通过一个充分必要条件[27]

                        （23）

来加以控制。利用罗必达法则可以来证明当上述条

件满足时，一级近似解（20）将变得有界。研究证明
当 I+- I-=0时能消去常数 A。这里出现了一个有趣的
结果，即控制条件中包含了判断系统混沌存在与否

的Melnikov准则[28]

。               （24）

根据Melnikov混沌判据的原则，当Melnikov函
数（24）等于零时，就意味着系统在参数空间中存在
着混沌和混沌区域。因此，人们常称服从Melnikov
混沌判据（24）的解（20）为“混沌解”[29-31]。

图3 =0.65时凝聚体原子的分布情况
Fig. 3 The distribution of BEC with =0.65

b）R(x)的空间演化曲线
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3 数值模拟

在进行数值计算的过程中，发现 BEC系统的相
轨道对棘齿势的强度 V1 和 V2

非常敏感，因此可以

数值模拟外势强度对系统原子分布的影响。从式

（10）出发，利用Mathematica数学软件对此式进行
数值模拟。首先考察 V1

对系统原子分布的影响，选

取系统参数 =6.5， =5，K=2.5，V2=0.001和初始条
件，取 V1=0.005代入式（10）进行数值模拟，其结果
如图 4所示。图 4a显示系统原子分布处于规则的单
周期分布。

除V1
外，系统参数和初始条件不变，当V1=0.400

时，由图 4b可以看出，系统原子分布四周期分布；
当 V1=0.565时系统原子分布是典型的准周期的规则
分布，如图 4c所示 ；当V1=1.000时，系统原子分布
进入混沌区域，如图 4 d 所示。由此可以看出，随
着 V1

的增加，系统原子分布由规则的分布变为无规

则分布。

对于第二个外势强度 V2
，同样考察它对系统原

子分布的影响，其结果如图５所示。当 V2=0.001时，
其余参数和初始条件与图 2一样保持不变，如图 5a
所示；当V2=0.600时，系统原子分布进入多周期轨道，
如图 5b所示；但当 V2

增大到 4.200时，其余参数保
持不变，如图 5c所示，系统原子分布进入混沌分布
区域。

由此表明，可以通过调节外加势场强度 V1
和 V2

的大小来控制 BEC系统原子的分布。另外，在此数
值模拟过程中，系统原子分布对初始值和系统参数

都非常敏感，甚至于步长的微小变化也能对系统有

影响。

  

图4 BEC 系统的相图随棘齿势第一个外势强度V1
的变化

Fig. 4 BEC system phase diagram changing with
Ratchet potential strength V1

a） 相图，V1=0.005

b） 相图，V1=0.400

d） 相图，V1=1.000

a） 相图，V2=0.001

张冬霞，等 棘齿势中玻色-爱因斯坦凝聚体原子的规则与混沌分布

c） 相图，V1=0.565
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4 结论

本文主要研究棘齿势中的玻色 - 爱因斯坦凝聚

体原子的规则与混沌分布。通过等效势法，得到一维

非线性薛定谔方程。通过对该方程的数值模拟，作出

了在不同非线性参数而相同初始条件和其它相同参

数条件下的相图。由对相图的分析得出，当非线性项

增大时，系统原子由规则的分布进入到混沌分布。而

后利用直接微扰法，构造了系统的微扰通解，其中该

通解的有界性条件包含了Melnikov混沌判据，由此
判据可以判断出系统中存在着混沌区域。由于混沌

相图敏感地依赖于棘齿势的强度，所以可以通过调

节棘齿势的强度对混沌加以控制，可根据需要，人为

地让BEC系统原子分布处于规则的周期分布或混沌
分布。
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