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摘 要：研究了一类具功能反应函数的食饵 - 捕食两种群生物系统的定性性质。利用Dulac判别定理，

Poincare-Bendixson环域定理等，得到了该系统解的有界性，正平衡点的稳定性和至少存在一个极限环的充分
条件。所得结果推广了已有文献的结论。
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Abstract：The qualitative behavior of two-dimensional predator-prey biological systems with functional response is
studied. The sufficient conditions for the bounded solution of the system, the stability of the positive equilibrium and the
existence of at least one limit cycle are obtained by means of Dulac and Poincare-Bendixson theorem. The results extend the
known literature findings.
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0 引言

具有功能性反应函数的相互干扰的两种群捕食

模型的一般形式[1-5]为

式中：x(t)是食饵种群在 t时刻的密度；

y(t)是捕食者种群在 t时刻的密度；

g(x)是食饵种群的增长率；
φ(x)是捕食者种群的功能性反应函数；

m(0＜m≤1)为干扰率；

q(x)是捕食者种群的死亡率；

c(c＞0)是生物种群的变换系数。

当 时，文献[1-3]讨论了如下

模型：

     

式中 r,k,α,d,A,β均为正常数。

当m=1， 时，文献[5]研究了如下一类
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食饵种群具有密度制约情况下的简化Holling IV 类功
能性反应模型：

式中 a,d均为正常数。
受以上文献的启发，讨论如下一类具有密度制

约情况下的功能反应模型：

    
（1）

式中：n＞2；r,k,d,A,β均为正常数。
本文讨论在一定的条件下系统（1）的正平衡点

的稳定性，解的有界性和极限环的存在性。

1 系统平衡点性态

根 据 系 统 的 生 物 学 意 义 ， 只 在 区 域
内讨论系统（1）。对系统（1）

作尺度变换，令

则有

                          （2）

再令 ，得如下简化模型：

               
（3）

式中：

因为系统（3）和系统（1）是等价的，因此，只

需研究系统（3）的有关定性性质。
显然，E1(0,0)和E2(k,0)是系统（3）的2个平衡点。

若系统存在正平衡点 R(x,y)，则其坐标应满足方程

                        
（4）

因有 k＞0，x＜k，对捕食者种群等倾线

，

有

。

故曲线  经过原点O(0,0)且在区间(0,1)内单

调上升，在区间(1,+∞)内单调下降。
对食饵种群等倾线

，

有

y(k)=0， y(0) = rn＞0。
所以，系统（3）在区域 D 内存在一个正平衡点

。

定理 1 系统（3）的平衡点具有如下性质：

 1）E1(0,0)是系统（3） 的鞍点，E2(k,0)是系统（3）
的不稳定的结点。

2）当 k*≤ 0，β*＞0时，正平衡点 E0(x0,y0)是系
统（3）稳定的焦结点，其中

 。

3）当δ＞0，k*＞0且β*≥ 0时，E0(x0,y0)是系统
（3）不稳定的焦结点，其中

。

证明 系统（3）的 Jacobi矩阵是

  
。

1）E0(x0, y0)是系统（3）的鞍点显然成立。将E2(k,0)
代入有

，

故 E2(k,0)是系统（3）的不稳定的结点。
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2）系统（3）在 E0(x0,y0)点的 Jacobi矩阵是

因为F1(x0,y0)=0=F2(x0,y0)， 则有

。

从而

所以E0(x0, y0)是稳定的焦结点。

3）因 为

所以E0(x0, y0)是不稳定的焦结点。

2 系统解的有界性和极限环的存在性

定理 2 对于系统 （3），当 时，它的一切正

初始条件的解有界。

证明 设x=x(t)，y=y(t)是从集合D中任一点

出发的解。过点 A(k,0)作直线 x=k交 F2(x,y)=0于点

B(k,h)，其中  ；过点 B(k,h)作直线 y=h交

y轴于点C(0,h)。

显然，在闭折线OABCO内只有一个正平衡点，

OA，OC是系统（3）的轨线段。

在线段 AB上，当 时，

，

故 AB为无切的直线段。

在线段 BC上，当 时，

 
，

故 BC也为无切直线段。
从而在闭折线OABCO上，系统（3）的轨线当 t

增加时均不跑出其所围成的区域，即当 的一切

正初始条件的解有界。

当 时， ，系统 （3）的解的有界性依

k而定。

定理 3 当 时，系统（3）在集合D内

不存在极限环。

证明 取Dulac函数 ，则有

   

由Dulac定理[6]知，当  时，系统（3）

在D内不存在极限。

因 2kx-1-3x2≤ 0恒成立的条件是 ，根

据 Poincare-Bendixson环域定理[6]可得定理 4。

定理4 当 ，  且β* ＞0 时，
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E0(x0,y0)是系统（3）全局渐近稳定的结点。

定理 4 的生物意义是，当参数 ，

 时，食饵与捕食者种群长期稳定共存，种

群数量最终分别趋于各自的平衡点，均不会灭绝。

定理 5 当δ＞0，k*＞0且β* ≥ 0时，系统（3）
在正平衡点的外围至少存在一稳定的极限环。

证明 对正平衡点 E0(x0,y0)，首先作直线 L1
：x-

k=0和直线 L2
：y+βx- M=0，则

由于 0＜x＜y， 所以只要取M 充分大，就有

。又因为直线 x=0和直线 y=0是系统（3）的

轨线，从而直线 x=0，y=0和直线 L1
，L2

构成环域的

外境界线。而当δ＞0，k*＞0且β* ≥ 0时，正平衡点

E0(x0,y0)是不稳定的平衡点。根据 Bendixson环域定
理[6]，定理 5得证。
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