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摘 要：针对目前用“化多为少法”求解多目标规划问题时，计算过程繁琐或结果不理想的现状，提出

了将理想目标转换为现实目标或约束，再用 LINGO软件求解的方法。给出了 2个实例的分析与求解过程，结
果表明，与传统方法相比，该方法过程简单结果也较优。
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Abstract：As the solution on multi-objective programming is excessively cumbersome and the result is unsatisfac-
tory by the method of “Making It Fewer” at present, proposes a solution which diverting the ideal objective into the
realistic objective or constraints, and then solving it by LINGO software. And gives two examples of analysis and solving
process. It shows that the method is simple and optimal comparing to conventional method.
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0 引言

多目标规划（multiple objectives programming）是
数学规划的一个分支，它研究多个目标函数在给定

区域上的最优化问题，又称多目标最优化。19世纪
末法国经济学家V. Pareto[1]最早研究了不可比较目标

的优化问题，之后 J. V. Neumann等人[2]做了较深入的

研究。多目标规划的研究越来越受到人们的重视，

但至今有些理论问题尚在探讨之中，其求解方法也

在不断改进。

求解多目标规划问题的方法主要有 2 类：一是
化多为少的方法，即把多目标化为较容易求解的单

目标或双目标，如主要目标法、线性加权法、平方

和加权法、理想点法等。二是分层序列法，即把目

标按其重要性给出一个序列，每次都在前一目标的

最优解集内求下一个目标的最优解，直到求出共同

的最优解。除了上述 2 类外，还有修正单纯形法和
层次分析法。层次分析法，由 T. L. Saaty[3]于 20世纪

70年代提出，是一种定性与定量相结合的多目标决
策与分析方法，对于目标结构复杂且缺乏必要数据

的情况较实用。

LINGO（linear interactive and general optimizer）是
美国 LINDO系统公司开发的一套专门用于求解最优
化问题的软件包。LINGO也是一种最优化问题的建
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模语言，有许多常用的函数供使用者建模时调用，还

提供了与其它数据文件的接口，易于方便地输入、求

解和分析大规模最优化问题。本文采用 LINGO软件
（9.0版）求解多目标规划转化后的单目标规划问题。

1 模型的一般表达式

求 x=(x1, x2,…, xn)，使模型的理想目标达到极大
或极小，同时满足模型的现实目标和硬约束的要求，

其数学表达式为：

理想目标

，对所有 r；     （1）

，对所有 s。       （2）
现实目标和硬约束

        at,1x1+at,2x2+…+at,n xn*b，对所有t ；             （3）

                         x1, x2,…, xn
≥0。                                 （4）

式（1）~（3）中：r =0,1,…，是极大化理想目标个数；

s=0,1,…，是极小化理想目标个数；

t=0,1,…，是现实目标和刚性约束个数；

*表示<，=或>。
在某些情况下，对决策变量的非负约束（4）可能

不满足，即存在决策变量取负值的情况[4 ]。

对每个目标函数确定一个希望达到的期望值就

是理想目标，由于受各种条件的限制，这些目标值

往往不能全部都达到，现实中要达到的数值 b 就是
现实目标。约束跟现实目标的表达形式相同，但现

实目标是弹性的，而约束是绝对的。因此，当一个

现实目标必须满足时，就称它为硬约束。

2 建立 LINGO模型的步骤

1）选定设计变量。多目标规划中，要求确定的
未知量可用一组基本参数来表示，这些基本参数可

以是常量也可以是变量。变量的选取是在求解模型

过程中不断优化变更的，因此也称为设计变量，可

用一个向量 x=(x1, x2,…, xn)表示。

2）确立目标函数。理想目标由决策变量的数学
函数（目标函数）表达，目标函数表示决策者的某

种愿望，如最大利润或最小成本等，其表达式可能

是线性的也可能是非线性的，用max f(x)或min f(x)表
示。现实目标就是理想目标和某一指标值相配合（也

就是配上右端项），构成的决策变量的数学函数，称

为现实目标，用 g(x)=b，g(x)<b或 g(x)>b表示。
3）建立约束条件。约束跟现实目标的表达形式

相似，只是在求解模型时必须满足其条件。LINGO优
化软件的不同版本对约束个数有不同的限定，例如：

工业版本最大约束数为16 000，Demo（demonstration）
版本最大约束数为 150。

4）数学模型。就是对决策问题用数学表达式来
描述。用 LINGO软件求解多目标规划时，理想目标
只能有 1个，其他的理想目标需要根据目标满足的优
先级别转换成现实目标或约束。形式如下：

max f(x)或min f(x)  ；

g(x)=b, g(x)<b或g(x)>b ；

x1, x2,…, xn ≥0。

3 应用举例

例 1 用 3种不同的原液M1
，M2

，M3
配制成 3

种饮料D1
，D2

，D3
。已知每天有 1 500 L的M1

，每

升 6. 00元；有 2 100 L的M2
，每升 4. 50元；有 950 L

的M3
，每升 3. 00元。已知配方如下：D1

由不到 10%
的M2

和超过 50%的M1
配成，每升售价 6. 00元；D2

由不到 60%的M3
和超过 10%的M2

配成，每升售价

5. 50元；D3
由不到 50%的M3

和超过 50%的M2
配成，

每升售价 5. 00元。首先要保证产品质量，其次是要
求每天生产 2 000 L的D1

。怎样安排生产才能使利润

最大[5]。

解 1）设计变量。根据已知条件，需要决策的
是生产D1, D2, D3

的量及其配方。令 xij
表示原料Mi

生

产产品Dj
时的用量。

2）确立目标函数。由条件可知，理想目标是在
现有原料的情况下安排 3种饮料的生产，使其获得最
大利润，即理想目标。由M1

生产D1
其获利为 0（6-

6）元，生产D2
获利为 -0.5（5.5-6.0）元，生产D3

获

利为 -1（5.0-6.0）元，M2
和M3

为原料生产的各种饮

料获利分别为 1.5, 1, 0.5元和3, 2.5, 2元。即
  max - 0.5x12 - x13 + 1.5x21 + x22+ 0.5x23 +

                      3x31 + 2.5x32 + 2x33  ；
其他目标根据实际情况拟定，如要保证品质，则

要求严格按配方生产，即：

  x21<0.1 x11+x21+x31  ；

  x11>0.5 x11+x21+x31  ；

  x32<0.6 x12+x22+x32  ；

  x22>0.1 x12+x22+x32  ；

  x33<0.5 x13+x23+x33  ；

  x23>0.5 x13+x23+x33
。

3）建立约束条件。满足每天生产2 000 L的D1
饮

料，这是必须满足的条件。原料的总量是有限的，即：

  x11+x21+x31=2 000 ；
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  x11+x12+x13
≤1 500 ；

  x21+x22+x23
≤2 100 ；

  x31+x32+x33
≤950 ；

  xij
≥0。

4）数学模型。将上述目标函数和约束条件综合
起来，即

max -0.5x12-x13+1.5x21+x22+0.5x23+

3x31+2.5x32+2x33
；

  x21<0.1 x11+x21+x31
；

  x11>0.5 x11+x21+x31
；

  x32<0.6 x12+x22+x32
；

  x22>0.1 x12+x22+x32
；

  x33<0.5 x13+x23+x33
；

  x23>0.5 x13+x23+x33
；

  x11+x21+x31=2 000 ；
  x11+x12+x13

≤1 500 ；
  x21+x22+x23

≤2 100 ；
  x31+x32+x33

≤950 ；
  xij

≥ 0。

5）LINGO程序。LINGO源程序如下：

max=-0.5*x12-1*x13+1.5*x21+1*x22
+ 0.5*x23+3*x31+2.5*x32+2*x33;

0.1*x11-0.9*x21+0.1*x31>0;
0.5*x11-0.5*x21-0.5*x31>0;
0.6*x12+0.6*x22-0.4*x32>0;
-0.1*x12+0.9*x22-0.1*x32>0;
0.5*x13+0.5*x23-0.5*x33>0;
-0.5*x13+0.5*x23-0.5*x33>0;
x11+x21+x31=2000;
x11+x12+x13<=1500;
x21+x22+x23<=2100;
x31+x32+x33<=950.
在LINGO软件中，系统默认变量大于等于零，编

程时可以省略。

程序运行结果：

Global optimal solution found.
Objective value:               4975.000
Total solver iterations：               1
Variable      Value     Reduced Cost
     x11      1000.000        0.000000
     x12     0.000000        0.5000000
     x13     0.000000        1.500000
     x21     200.0000        0.000000
     x22     1900.000        0.000000

     x23      0.000000        0.000000
     x31      800.0000        0.000000
     x32      150.0000        0.000000
     x33      0.000000        1.000000
从运行结果可知，1 000 L的M1, 200 L的M2

和800
L的M3

用于生产D1
饮料；1 900 L的M2

和150 L的M3

用于生产D2
饮料；D3

不安排生产；最大获利为 4 975
元。而文献[6]的结果为 4 708.3元，且D1

饮料未达到

2 000 L的目标。结果较文献[6]采用优先乘子模型

LINDO解法满意。
例 2 一作坊生产 2种产品，产品A每单位产品

净获利润 10元，产品B每单位产品净获利润 8元；A
产品每单位产品需占用机器 3 h，B产品为 2 h，公司
每周共有机器时数 120 h，允许适当加班，但加班生
产的各单位产品利润均降低 1元。根据合同，每周 2
种产品各需提供 30单位，怎样安排生产才能使利润
最大[5]。

解 1）设计变量。根据已知条件，需要决策的
是生产A, B产品的设计安排。令：

x1
为产品A在正常上班时间内每周的产量；

x2
为产品A在加班时间内每周的产量；

x3
为产品 B在正常上班时间内每周的产量；

x4
为产品 B在加班时间内每周的产量。

2）确立目标函数。由条件可知，理想目标是在
现有的机器时间或适当的加班情况下，获得最大利

润，即

 max 10x1+9x2+8x3+7x 。
其他目标根据实际情况拟定，如在有效机器时

间 120 h内首先满足合同提供A, B各 30个单位；其
次加班时数应尽量减少，假定每周加班不超过 20  h；
最后利润要求每周至少为 800元，等。用数学函数表
示为：

3x1+2x3
≤120；

3x2+2x4
≤20；

 10x1+9x2+8x3+7x4
≥800。

3）建立约束条件。根据合同，每周 2种产品各
需提供 30单位，这是必须满足的条件，即：

x1+x2=30；

x3+x4=30；

x1, x2, x3, x4
≥0。

4）数学模型。将上述目标函数和约束条件综合
起来，即

max 10x1+9x2+8x3+7x4
；

3x1+2x3
≤120；

3x2+2x4
≤20；
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10x1+9x2+8x3+7x4
≥800；

x1+x2=30；

x3+x4=30 ；

x1, x2, x3, x4
≥0。

5）LINGO程序。LINGO源程序如下：

max=10*x1+9*x2+8*x3+7*x4;
3*x1+2*x3<=120;
3*x2+2*x4<=20;
10*x1+9*x2+8*x3+7*x4>=800;
x1+x2=30;
x3+x4=30.
运行时提示数据溢出，把现实目标减少 2个，即

把加班不超过 20 h和理想利润大于 800元去掉，得到
如下 LINGO源程序：

max=10*x1+9*x2+8*x3+7*x4;
3*x1+2*x3<=120;
x1+x2=30;
x3+x4=30.
LINGO运行结果：

Global optimal solution found.
Objective value:             530.0000
Total solver iterations:           1
    Variable      Value       Reduced Cost
     x1 20.00000 0.000000
     x2 10.00000 0.000000
     x3 30.00000 0.000000
     x4 0.000000 0.3333333
从上述计算结果可知，在正常生产时间内生产

20单位A和 30单位B，再安排加班时间生产 10单位

A，能获得 530元最大利润。生产 10单位A需要 30
小时，故最初的假设不满足，而且利润也不是最初

的要求的 800元，故现实目标不一定能满足，是弹性
约束。结果与文献[7]中应用 LINDO软件根据传统模
型计算结果相同，但此方法及程序简单。

4 结语

本文应用LINGO软件，采用减少现实目标的方法
求解多目标规划问题。由 2个实例的求解过程可知，
其过程简单，结果也优于用传统方法所得结果[6- 7]。

另外，在有多个理想目标时，也可将其中的 n-1个转
换成现实目标或约束，再用 LINGO求解。该方法对
其他规划问题的求解有一定的参考价值。
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