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摘 要：利用输入 - 状态稳定性（ISS）李雅普诺夫函数法，研究了非线性脉冲混合系统无外部输入时
的指数稳定性，导出了具有外部输入时系统满足 ISS的充分条件，从而给出了非线性脉冲混合系统的指数 ISS
的判据，并通过数值仿真验证了判据的有效性。
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Abstract：By means of the ISS (input-state stability)-Lyapunov function method, studies the exponential stability of
the nonlinear impulsive hybrid system without external input, derives sufficient conditions of the system for the ISS with
input, and provides the exponential ISS criteria for the nonlinear impulsive hybrid system. By numerical simulation verifies
the effectiveness of the criteria.
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0 引言

在许多应用领域，连续事件动态系统和离散事

件动态系统之间相互作用，因此，有必要对混合动

力系统进行分析和设计。近年来， 随着混合模型研
究的深入，许多用来分析和优化不同类型脉冲混合

系统的算法应运而生。

具有外部扰动输入的非线性系统的稳定性分析，

是控制理论和控制工程中的重要内容[ 1 ]。脉冲混合

系统是一类常见的控制系统，非线性脉冲混合系统

状态的稳定性，是系统能否正常工作的关键。外部

干扰输入往往使得稳定的系统变得不稳定， 输入 -

状态稳定性（input-to-state stability，ISS）分析旨在

考察外部扰动输入如何影响系统的稳定性。自从

1989年E. D. Sontag[2]提出了 ISS的概念后，学者们对

ISS性能的分析越来越活跃，并将其成功应用于具有

外部干扰的非线性系统的稳定分析与控制设计中[3]。

近年来，国内外许多学者在非线性系统的 ISS分析方
面取得了较多的研究成果[4- 17]。本文运用李雅普诺

夫函数方法，给出了非线性脉冲混合系统的指数稳

定性和指数 ISS的充分条件，在满足假定条件的前提

下，推出了一类非线性脉冲混合系统的指数输入 -

状态稳定性判据，并从数值方面进行了验证。
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1 预备知识

定义 1[4] 函数γ：R+→R+称为 k类函数，如果
它是连续、严格递增，且γ(0)=0。特别地，如果它

进一步满足 ，则函数γ称为 k∞类函数。

定义2 连续函数β：R+×R+→R+称为kL函数，
如果对于每个固定的 t，函数β(·,t)是 k类的，而对
于每个固定的 s ，函数β ( s ,·) 是递减的，并且

。

考虑具有输入的脉冲系统

                                             （1）

式中：uc
∈Rm是一个局部有界的外部输入；ud

∈Rn是

脉冲扰动输入。

定义 3 称系统（1）是指数 ISS的，如果存在函
数β∈kL和γ∈k ∞，使得对于每一个初始条件和每一
个输入，系统（1）相应的解总存在，并满足

式中 表示在时间间隔τ上的范数的上确界。

2 主要结果

先考虑无外部输入的非线性脉冲混合系统

        
 （2）

式中，非线性函数 满足 Lipschitz条件
。

本文假设：

1）λ1
和β

k
分别是(ATP+PA)和(I+Bk)

T(I+Bk)的最
大特征值；

2）存在正常数 c和 d，满足
λ

1+2L= -c，

，                              （3）

式中： 。

定理1 在外部干扰为零的时刻，假设条件1）和

2）成立，则系统具有指数稳定性。
证 令李雅普诺夫函数的形式为

V(x)=xTPx。
由假设 1）得系统（2）的李亚普诺夫函数的导数

           
（4）

由系统（2）的第二个方程得

         
（5）

综合式（4）和（5）得   

由假设 2）中式（3）得

                 （6）

因此，系统（2）的解 x(t,x(t0))满足指数稳定性。
定理证毕。

再考虑一般的情形，即有外部扰动输入的情形，

有定理 2。
定理 2 假设存在系统（1）的局部满足Lipschitz

条件的指数 ISS李雅普诺夫函数 V ：Rn→R，

和 满足：

3） ；

4） ；

5） 。

则系统（1）是指数 ISS的。
证 由条件 4）变形得

，

整理不等式两边，得

。       （7）

由条件 4）得

，

即有

，

从而得

，
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。

类似地，由条件 5）得

             ，                           （8）

           。                    （9）

综合式（7）~（9）得，当 t = tk
时，

     （10）

式中 。

由式（6）和（10）得

令

从而有

所以系统（1）是指数 ISS的。证毕。

3 仿真

考虑带有外部输入的非线性脉冲混合系统

              （11）

式中：
 
；

 ；

B=0.1I ；

x0=[0.6 -0.3 -0.1]T为给定初始值。

令 uc=0和 ud=0，即无外部扰动输入时，系统的
稳定性数值模拟结果见图 1。由图 1可知，系统是稳

定的。

取随机输入：

uc=0.1[rand(1) rand(1) rand(1)]T，

ud=0.2[rand(2) (rand(2) (rand(2)]T，

其中 0＜ rand(1)＜ 1，即有外部扰动输入时，其指数

ISS性数值模拟结果见图 2。由图 2可知，脉冲混合
系统是指数 ISS的。

4 结语

本文分析了非线性脉冲混合系统的指数稳定性

与 ISS条件。若非线性脉冲混合系统的李雅普诺夫函
数满足相应充分条件，则系统的指数 ISS可达到，并
用数值仿进行了验证。本文结果对非线性脉冲混合

系统控制器的设计有一定的参考价值。
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图1 系统稳定性数值模拟结果

Fig.1 The numerical simulation results of the system stability

图 2 系统指数 ISS数值模拟结果
  Fig. 2 The numerical simulation results of

the system exponential ISS
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