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摘 要：研究了点接触面齿轮传动的齿面主曲率与主方向以及面齿轮传动中诱导法曲率的 2个主值，探
讨了影响齿面曲率及齿面诱导法曲率的因素，仿真分析了齿面的接触应力分布以及主要的几何参数对接触

应力的影响。研究结果表明：齿面几何特征对齿轮传动的性能有重要影响，为了降低齿面的接触应力，在

面齿轮的传动应用中，应尽量采用较多的齿数、较大的模数、较大的压力角和较小的齿数差。
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The Relationship of Tooth Surface Geometry and Contact Stress
for Face-Gear Driving
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Abstract：Studies the principal curvature and the main direction of point contact face-gear driving, as well as the two
main values of induced normal curvature for face-gear driving, discusses the factors affecting the curvature of tooth and
tooth surface induced normal curvature, and conducts simulation analysis on the influences which the tooth surface
contact stress distribution and the main geometric parameters have on the contact stress. The results show that the
geometric features of tooth surface have a major impact on the performance of face-gear driving, and in order to reduce the
contact stress of tooth surface, it should use more teeth, larger modulus, larger pressure angle and smaller tooth number
difference in the application of face-gear drive.
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0 引言

面齿轮传动是一种圆柱齿轮与圆锥齿轮相啮合

的新型齿轮传动方式，面齿轮是采用尺寸与其啮合

的渐开线圆柱齿轮相同或者相近的刀具，经范成而

得到的。与锥齿轮传动相比，面齿轮传动具有结构

简单、传动重合度大、动力分流效果好、振动小等

优点[1-3]。

国内外学者们对于面齿轮开展的相关研究，主

要集中于面齿轮的啮合原理、几何分析、轮齿接触
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分析（tooth contact analysis，TCA），以及加工方法
等方面[1-7]。如李政民卿等人对点接触面齿轮传动进

行了承载接触分析，建立了点接触面齿轮传动的坐

标系，推导了传动中接触点方程，实现了传动中面

齿轮上接触点位置的仿真[6 ]；侯寅等人对正交面齿

轮传动中的齿面接触特性进行了研究，得出了圆柱

齿轮和正交面齿轮接触点处主曲率的变化规律，及

接触特性的变化规律，并对接触斑点进行了可视化

仿真[ 7 ]。本文拟对面齿轮传动的齿面曲率及齿面诱

导法曲率进行研究，探讨齿面曲率及齿面诱导法曲

率与齿面接触应力的关系，以期为面齿轮传动的合

理设计和使用提供理论依据。

1 面齿轮传动的几何特征

1.1 加工面齿轮坐标系的建立

采用范成法加工面齿轮过程中，当刀具齿面相

对于面齿轮按照给定的传动比运动时，刀具齿面的

包络面即为面齿轮的齿面，面齿轮加工示意图如图

1所示。

  

对齿轮刀具与面齿轮加工过程进行分析时，需

建立 2个定坐标系和 2个动坐标系，如图 2所示。

需建立的 2个定坐标系分别为 Ss0
（xs0

，ys0
，zs0
）

和 S20
（x20

，y20
，z20

），它们固结在刀具 S和面齿轮 2
上的初始位置处；2个动坐标系分别为 Ss

（xs
，ys
，zs
）

和 S2
（x2
，y2
，z2
），它们随着齿轮刀具 S和面齿轮 2

一同转动。

1.2 刀具齿面方程的描述

图 2所示的刀具齿面渐开线所采用的坐标系中，

zs
垂直于纸面，则刀具齿面方程为[8-10]

                （1）

式（1）中：

u s
为刀具齿面上某点的轴向参数；

s
为刀具渐开线上某点的角度参数，可由方程

s= /2Ns-inv 表示，其中的Ns
为刀具的齿数， 为刀

具压力角；

rbs
为刀具渐开线的基圆半径。

1.3 面齿轮齿面方程的描述

对于刀具齿面上的某点 P(x, y, z)，设其在坐标系

Ss
中的矢径 rs

为

rs=xsis+ys js+zsks
，

则 P点随同坐标系 S s
运动与随同坐标系 S2

运动的相

对速度 v (s2)为

，

其中 k2=sin sis+cos s js
。

刀具与被加工齿轮的啮合方程为

，             （2）

式中 。

由坐标系 S s
到坐标系 S2

间的转换关系，可得面

齿轮的齿面方程为

 
（3）

2 面齿轮传动的曲率及影响因素

2.1 面齿轮齿面的主曲率及主方向的确定

面齿轮齿面主曲率半径 R应满足如下方程[8]：

图1 面齿轮加工示意图

Fig. 1 The processing scheme of a face-gear

图2 面齿轮加工时的坐标系

Fig. 2 The coordinate system in
the processing of a face-gear
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，

                                                                                     （4）
式（4）中：

E, F, G为曲面的第一基本量，且

                      

L, M, N为曲面的第二基本量，且

                      

由式（4）可解得面齿轮齿面主曲率半径的两根

R1
和 R2

，而 1/ R1
和 1/ R2

即为面齿轮齿面 2主曲率，
令K1

Ⅱ=1 R1
和K2

Ⅱ=1 R2
，则由欧拉（Eurler）公式可得

面齿轮任意方向的法曲率为

     KⅡ= HⅡ+ RⅡ cos(2 )。                        （5）
式（5）中：

为任意方向的矢量与 e1
Ⅱ的夹角。

设面齿轮主方向 ，则所求曲面方程

为[8-10]

。 （6）
由式（6）可求得曲面 Ⅱ的 2个主方向 1

Ⅱ和
2
Ⅱ，

且相互垂直，两方向的单位矢量用 e1
Ⅱ和 e2

Ⅱ表示。对

于与面齿轮相啮合的圆柱齿轮，可由方程 1求出 Ⅰ

主曲率K1
Ⅰ和K2

Ⅰ及主方向
1
Ⅰ和

2
Ⅰ。

2.2 影响面齿轮传动齿面主曲率的因素分析

根据面齿轮的齿面方程，分别对 40齿和 100齿
的齿面进行仿真分析，所得结果如图 3和图 4所示。
其中，m为模数，为压力角，Ns

为刀具齿数，N2
为

面齿轮齿数。

  

图 3所示结果表明：面齿轮齿面的主曲率受圆柱
齿轮齿数 N1

的影响。图 4所示结果表明：面齿轮齿
面的主曲率受面齿轮齿数的影响。

根据图3和4中的仿真分析结果，可得如下结论：

1）传动比对面齿轮齿宽的影响较大，且随着传

b）m=5， =20°，Ns=18，N2=40

a）m=5， =20°，Ns=17，N2=40

图3 40齿面齿轮啮合齿面接触轨迹仿真
Fig. 3 The tooth surface contacting trajectory simulation

of 40-tooth face-gears meshing

c）m=5， =20°，Ns=19，N2=40

图4 100齿面齿轮啮合齿面接触轨迹与接触区域仿真
Fig. 4 The simulation of tooth surface contacting

trajectory and contacting area for
100-tooth face-gears meshing

m=5， =20°，Ns=18，N2=100

任行丽，等 面齿轮传动齿面几何特征与接触应力关系
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动比的增大，齿宽变小。

2）面齿轮的齿面曲率都较小，在其齿长方向上
的不同位置处，面齿轮的主曲率是不同的，近轴端

的曲率较大，而远轴端的曲率较小；沿齿高方向，近

轴端的曲率变化幅度较大，远轴端变化幅度较小。

3）其它参数不变，面齿轮齿数变大，即齿数比
变大时，齿面曲率的绝对值减小。近轴端主曲率显

著变小，而远轴端的变化较小。

4）其它参数不变，刀具压力角变小时，齿面曲
率的绝对值减小。近轴端主曲率显著变小，远轴端

的变化较小。

2.3 面齿轮传动齿面接触点处的诱导法曲率分析

对于两个相互接触的曲面，两曲面在接触点沿

同一方向的法曲率之差为该方向的诱导法曲率，用

KIII表示，即

         
（7）

其主方向为 。

由此可求得诱导法曲率的 2 个主值为

                             
（8）

由式（8）可知，这个方向的诱导法曲率为

2.4 影响面齿轮齿面诱导曲率的因素分析

对于点接触传动的曲面，若要实现正常的啮合

传动而不发生干涉现象，则在任意方向的诱导法曲

率都必须是负值。下面从圆柱齿轮齿数及齿数比等

方面探讨面齿轮齿面诱导曲率的影响因素。

所得面齿轮齿面诱导曲率受齿数及齿数比的影

响结果见图 5。

  

从图 5中可以看出：

1）诱导法曲率的较大主值比诱导法曲率的较小
主值大得多，且数值主要由圆柱齿轮的渐开线齿面

角度参数决定。

2）当传动比增加时，诱导法曲率的较小主值在
起始啮合点附近几乎不变，而在其它位置减小；诱

导法曲率的较大主值在起始啮合点附近增大，而在

终止啮合点附近减小。

3）当齿数差增加时，诱导法曲率的较小主值将
变小，而较大主值将变大。

3 面齿轮传动的齿面接触应力

3.1 面齿轮传动接触域大小的确定

设面齿轮传动中，圆柱齿轮和面齿轮接触点处

在各自的 2个正交平面上的曲率半径分别为K1
Ⅰ, K2

Ⅰ

和K1
Ⅱ, K2

Ⅱ，正交主平面与公切面的交线分别为坐标

轴（x1, y1
）和（x2, y2

）。对于点接触的面齿轮传动而

言，啮合点处会形成接触椭圆，根据接触点主曲率

和两弹性体弹性系数与接触椭圆区域的关系可知，

接触区域形成的椭圆长短半轴
x
和

y
分别为

   
（10）

式（10）中：

i
和Ei （i=1, 2）分别为两齿轮材料的泊松比和弹

性模量；

系数 u 和 v 均为椭圆积分函数；

K1
Ⅰ和K２

Ⅰ分别为啮合点处的圆柱齿轮齿面的 2个

图5 面齿轮齿面诱导曲率受齿数及齿数比的影响

Fig. 5 The influences of tooth number and gear ratio on
tooth surface induced curvature

a）齿数

b）齿数比

（9）
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主曲率；

K1
Ⅱ和 K2

Ⅱ分别为啮合点处的面齿轮齿面的 2个主
曲率。

   
（11）

对齿数为 40的面齿轮进行齿面接触轨迹与接触
区域仿真，所得结果如图 6所示。可见其接触域大致
为一组线段；接触域方向从齿顶到齿底，接触域方

向在齿长截面上沿逆时针方向旋转；接触域在齿高

中部最大，在齿顶位置处较小。

3.2 面齿轮传动啮合点处接触应力的计算

按照赫兹接触理论，在柱齿轮和面齿轮接触椭

圆表面上，接触应力呈椭圆体分布，其最大接触应

力
max
位于接触椭圆中心。因此，面齿轮传动啮合点

处的最大接触应力
max
为

               。                               （12）

若以主曲率（K1
Ⅰ, K2

Ⅰ和 K1
Ⅱ, K2

Ⅱ）和两弹性体弹

性系数（
1, 2
）表示变形椭圆体长半径

x
和短半径

y
，则可得最大应力方程式的一般表达式，即

     
。
      （13）

齿轮在啮合过程中，是单、双齿交替啮合传动

的，齿间承受的载荷随啮合位置的变化而变化，会

对齿面接触应力产生影响，因此，分析面齿轮传动

啮合点处的接触应力需要确定任意啮合位置的载荷。

根据面齿轮传动的重合度方程，采用无量纲线性坐

标法计算齿间载荷分配系数 XΓ，则任意啮合位置齿

面法向载荷 F为 F=XΓFt
。

综上所述，面齿轮传动的齿面最大接触应力主

要由齿面法向载荷 F、啮合点处的曲率半径和材料
的特性决定。

3.3 面齿轮传动过程中齿面接触应力的仿真

设圆柱齿轮的齿数 z1
为 18，面齿轮的齿数 z2

为

40，模数为5 mm，压力角为 20°，齿数差△为2，弹
性模量为 206 GPa，泊松比 为 0.3，面齿轮传动时的
圆周力 Ft

为 6 000 N。齿轮有限元分析的非齿廓边界
定为：横向宽为 10倍的模数，纵深方向距齿根最低
点为 1.8 倍的模数。图 7所示为面齿轮啮合三维模型，
图 8 所示为圆柱齿轮与面齿轮啮合的五齿有限元分
析网格模型图，图 9所示为面齿轮在某时刻齿宽方向
的应力云图，图 10所示为面齿轮啮合过程中沿齿宽
方向应力分布关系。

  

图6 40齿面齿轮啮合齿面接触轨迹与接触区域仿真
Fig. 6 The simulation of tooth surface contacting trajectory

and contacting area for 40-tooth face-gears meshing

图7 面齿轮啮合三维模型

Fig. 7 The three-dimensional model of face-gear meshing

图8 面齿轮传动有限元分析网格模型

Fig. 8 The finite element analysis grid model of face-gear driving

图9 面齿轮齿宽方向的应力云图

  Fig. 9 The stress cloud of face-gear in
the direction of face width

任行丽，等 面齿轮传动齿面几何特征与接触应力关系
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从图 10中可以看出，面齿轮在啮合过程中，沿
齿宽方向的面齿轮齿面应力分布为：靠近外圈的齿

面应力最大，靠近内圈的齿面应力次之，齿面中部

应力最小。

图 11所示为面齿轮在某时刻齿高方向的应力云
图，图 12所示为面齿轮啮合过程中沿齿高方向应力
分布关系。

从图 12中可以看出，面齿轮在啮合过程中，沿
齿高方向的面齿轮齿面应力分布为：靠近齿顶的齿

面应力最大，靠近齿根的齿面应力次之，齿面中部

应力最小。

图 13所示为面齿轮传动从开始进入啮合到退出
啮合的整个过程中，不同啮合位置处的接触应力分

布情况。

从图 13中可以看出：面齿轮在啮合过程中，齿
面啮合中部位置处的接触应力最小，其原因可能是

面齿轮齿面不同位置处的主曲率不一样，这对面齿

轮啮合不利。因此，分析面齿轮传动应考虑齿面修

型，使面齿轮啮合的接触点靠近齿面中部，以提高

面齿轮的承载能力。

4 结论

研究结果表明：

1） 对面齿轮传动而言，由于面齿轮传动在啮入
时的综合曲率半径比啮出时小，因此啮入区域的接

触应力明显高于啮出区域；面齿轮从啮合开始到退

出啮合过程中，特定齿上的接触应力是先增大后减

小，在啮合的中间位置时，接触应力最大。

2）面齿轮齿面曲率较小时，在齿宽方向的不同
位置处，其主曲率是不一样的。

3）在单双齿啮合的过渡区域，接触应力有较大
的突变，啮合冲击对面齿轮传动的接触疲劳强度将

有较大的影响。

4）面齿轮传动系统中，为了降低齿面的接触应
力，在面齿轮的传动应用中，应尽量采用较多的齿

数、较大的压力角和适当的齿数差。

齿面几何特征对齿轮传动的性能有重要影响，

齿面之间的诱导法曲率，是决定面齿轮传动装置润

滑条件好坏和接触强度大小的重要因素，这一结论

图12 面齿轮啮合过程中沿齿高方向应力分布

Fig. 12 The stress distribution in the direction of tooth depth
in the process of face-gear meshing

图11 面齿轮齿高方向的应力云图

Fig. 11 The stress cloud of a face-gear
in the direction of face depth

图13 面齿轮啮合过程中齿面接触应力分布情况

Fig. 13 The distribution of tooth surface contact stress
in the process of face-gear meshing

图10 面齿轮啮合过程中沿齿宽方向应力分布

Fig. 10 The stress distribution in the direction of face width in
the process of face-gear meshing
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为面齿轮传动的设计提供了理论依据。
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