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摘 要：对一类 n阶脉冲时滞微分方程的振动性与渐近性进行了研究，得到了方程的非振动解与其各阶
导数的符号关系，以及振动性与渐近性的判别准则，并举例说明了准则的有效性。
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Abstract：The oscillatory and asymptotic properties of n-order delay differential equations with impulses are investigated.
The sign relations between the non-oscillatory solutions and all order derivatives for the equations are obtained, and the
criteria on the properties are acquired．An example is given to demonstrate the effectiveness of the criteria.
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0 引言

具有“瞬间突变”特性的客观现象通常称为脉

冲现象。脉冲现象在现代科学领域的实际问题中普

遍存在，如电流中的电脉冲与飞船飞行中的脉冲控

制，其数学模型可归结为脉冲微分方程。由于这一

特性，它比不带脉冲的微分方程能更精确反映事物

变化的规律[1]，因此引起了许多学者的关注[2-11]。文

献[4]讨论了一类带强迫项的二阶脉冲时滞微分方程
的振动性；文献[5]研究了带强迫项的三阶脉冲时滞
微分方程的振动性与渐近性；文献[6]讨论了带阻尼
项的四阶脉冲微分方程的振动性；文献[7]讨论了一
类脉冲时滞微分方程的振动性；文献[8]研究了一类

n阶脉冲常微分方程解的振动性与渐近性；文献[9]
讨论了带强迫项的 n 阶脉冲微分方程的振动性与渐
进性。受其启发，笔者利用迭代法与分析法对一类

n阶脉冲时滞微分方程的振动性与渐近性进行研究，
得到了它的两个判别准则，并举例说明了准则的有

效性。

n阶脉冲时滞微分方程形式如下：

 
（1）
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式中：0≤t0
＜t1
＜…＜tk

＜…；

；

；

ik
＞0（i=0, 1, …, n-1），并且 0k

≠1（k∈N）；

，且当 k充分大时

 ；

，且当 时 几

乎处处（a.e.）存在，同时它的间断点是第一类的，个
数至多可数。

1 主要结论

引理 1 设方程（1）适合条件

H） 的任意有界解

为 x(t)。如果 T≥ t0
，当 t≥ T时，x(t- )＞0(＜0)，并

且还满足：

Ⅰ） ，

Ⅱ） （当 n=2时，不需要此

条件）。

则存在 T 0
≥ T ，当 t k

≥ T 0
， 时，

，k∈N，

j=1, 2, …, n-1，成立。
证明 仅证明括号外的情形。

存在 T 1
≥ T，当 t k

≥ T 1
， 时，有

 ；

反之有  ；
从而有 。

记 ，则
1
＞ 0。

根据

可得

。

接下来的证明参见文献[8]引理 1（略）。因此，定
理结论成立。

引理 2 [ 1 0 ] 设 ，并且

存在。如果

Ι）有 ，使得 ；

Ⅱ）有m∈N，使得 x(t)在 上单调

不增（不减）；

Ⅲ） 收敛。

那么 ，且常数 r≥ 0（≤ 0）。

与引理 2类似可得引理 3。

引理 3 设 ，并且是有

界函数。如果

Ι）有 ，使得 ；

Ⅱ）有m∈N，使得 x(t)在 上单调

不增；

Ⅲ）  。

那么 ，且常数 r≥ 0。

定理 1  如果引理 1的条件H），Ι）和Ⅱ）都
满足，且 0＜ aik

≤ 1（k∈N, i=1, 2, …, n-1）。

1）当 n为偶数时，若还有 收敛或 a0k
＞

1（k∈N），并且 或 ，

那么方程（1）的任意有界解振动；

2）当 n为奇数时，若还有 收敛或

0＜a0k
＜1（k∈N），并且 或

，那么方程（1）的任意有界解最终
定号趋于零或者振动。

证明 设 x(t)为方程（1）的一个非振动有界解，不
妨设存在T＞ t0

，当 t＞T时，有 x(t- )＞ 0，当然有

x(t)＞ 0。

由引理 1知，存在 T0
≥ T，当 tk

≥ T0
，

时，有

记 。下面分 2种情形证明。

情形 1：n为偶数。

Ι）因 收敛，由

，得

归纳可得，对 l≥ 0有
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     （2）

当 l≥ 2时，由 ts+l-1-ts+l-2
≥ 得

    ts+l-1- ≥ ts+l-2
，

  ts+l-2
≤ ts+l-1- ＜t- ＜t＜ts+l

，

即有

   。              （3）
记

再由式（2）式得

            
  （4）

将式（4）两边同乘以 tn-1，再从 ts+1
到 ts+l

积分得

。     （5）

而且

则有

即有

（6）

由式（5）和（6）得

                                                                                               （7）
同理可得

（8）

Ⅱ）因 a0k
＞ 1，与Ι）同理可得

         
（9）

     
 （10）
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在式（7）或式（8）中，由 或

，且 收敛，引理 1的

条件Ⅱ）及 ，得 ；或在式（9）

或式（10）中，同理可得 。这与有界

相矛盾，因此结论 1）成立。
情形 2：n为奇数。

根据引理 1得 x(t)在 上严格递

减，如果 收敛，则

    

收敛。

从引理 2得 。

如果 0＜ a0k
＜ 1，从引理 3得

，

从而有

。

再证 r=0。
如果 r＞0，也就有 T1

＞ T0
，使得当 tk

≥ T1
，

t∈ 时，

。

记 ，从而由式（1）得

                
（11）

式（11）两边同乘以 tn-1，再从 ts+1
到 ts+l

积分得

。           （12）

Ι）因 收敛，类似于式（6）的由来得

      （13）

由式（12）和（13）可得

   
（14）

同理可得

 
（15）

Ⅱ）因 0＜ a0k
＜ 1，与Ι）同理可得

（16）

（17）

在式（14）或（15）中，由 或

， 且 收 敛 ， 得

；在式（16)或（17）中，同理可得

。这与 x(t)有界相矛盾，从而 r=0，因

此结论 2）成立，
定理 2 如果引理 1的条件H），Ⅰ）和Ⅱ）都满

足，并且 n为偶数；记 ，还

满足条件Ⅲ）或Ⅳ）：

Ⅲ）

Ⅳ）

那么方程（1）的任意有界解振动。
证明与定理 1类似（略）。

2 应用举例

例 1 讨论如下方程的解：
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（18）

式中：tk=2k  ；

解 显然方程（18）满足引理 1的所有条件，且

 。

而

即满足定理 2的条件Ⅲ）。
这样定理 2的条件都满足，因此方程（18）的任

意有界解振动。

事实上

就是方程（18）的一个有界振动解，而且
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