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摘 要：研究了不允许卖空条件下无风险资产借贷的最优证券投资组合问题，介绍了极大极小模型，研

究了该模型的数学特征，给出了有效投资组合与有效前沿的解析表达式及其表达式的几何特征，并给出了

具体算例。
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Abstract：Portfolio selection in the case of no short sales of assets and risk-free borrowing or lending is investigated.
A minimax model is established and the mathematic characteristics of the model are studied. The efficient portfolio, the
efficient frontier of the analytic expression and the geometric characteristics are given, and a specific example is presented.
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0 引言

1952年， Harry Markowitz 发表了一篇题为“投资
组合选择”的论文[1]，并创立了现代证券投资组合理

论。自他开创性的工作后，投资组合理论得到了很

大发展，许多学者将其改进、推广和完善，建立了

均值 - 绝对偏差模型[2- 3]，均值 - 下半方差模型[4]以

及均值 -方差 -偏度模型[5-7]等。近年来，学者们提

出了均值 - 方差模型，但该模型对资产收益率的期

望值变化非常敏感。基于此，学者们又提出了新的

方法和模型来解决最优投资组合问题，如 T. Leon等
人[ 8 ]利用模糊决策的方法处理了投资组合选择模型

的不可行性；S. Sen[9]，R. Kom[10]和U. CaKmak [11]等

人利用随机规划建立了投资组合的随机控制模型；

邓小铁等人[12]提出了极大极小模型，但该模型没有

考虑市场的摩擦因素及不允许卖空和借贷的限制。

本文基于文献[13]中的极大极小模型，在不允许卖空
和允许借贷的情况下，研究该模型的数学特征，给

出模型的求解方法以及有效投资组合的解析表达

式；还给出有效前沿的解析表达式以及它的几何特

征；最后给出了一个行之有效的例子，对本文所给

的方法作进一步阐述。

1 不允许卖空下的无风险资产借贷模型

考虑一个无摩擦的资本市场，假设有 n 个收益
率为随机变量的风险资产与一个无风险资产进行借

贷。为表述方便，引进如下记号，其中 i, j=1, 2…, n。
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表示风险资产 i 的随机收益率；

ri
表示风险资产 i 的期望收益率  ；

Rb
表示无风险资产的借贷利率；

σ
ij
表示 与 的协方差  ；

pi
表示每股风险资产的价格；

x i
表示投资者交易后拥有资产 i 的数量（如股

数）；

x 0
i
表示投资者交易前拥有资产 i 的数量（如股

数），对刚入市的投资者 x0
i=0；

xn+1
表示借贷资产量。

假设 1 协方差矩阵 是正定的。

假设 2 风险资产的期望收益率 ri
未知，但满足

条件：

1）ri 
≥Rb ；

2）ai
≤ ri
≤ bi 
；

其中 ai,bi
是正常数。

在假设 2的条件 1）中，假设所有风险资产的期
望收益率不小于无风险资产的借贷利率，事实上，如

果某个风险资产的期望收益率小于无风险资产的借

贷利率，投资者在最佳策略中一定不会选择该风险

资产。

在假设 2的条件 2）中，ai,bi
可以是历史观测值，

也可以是通过概率模型对将来收益的预测值。

假设 3 总资产价值及每一资产的股数在交易过

程中保持不变。

令

                           （1）

是初始投资组合的总价值，假定它是正的，由假设

3 知

。                        （2）

令

，             （3）

分别为交易前投资在资产 i上的资金比例，借贷资产
资金比例，和交易后投资在资产 i上的资金比例。
由式（1）~（3）得

 ；

投资收益为

。

因此，随机收益率为

，

随机收益率的期望值为

，                     （4）

方差为

。                         （5）

对于理性投资者，不仅企求期望收益最大，而且

企求方差度量风险最小。w和1-w是D[R(y)]和E[R(y)]
的权系数，w可解释为投资的风险厌恶因子，w越大，
表示投资者越厌恶风险。当w=1时，表示投资者极度
保守，此时投资者仅考虑风险而没考虑投资收益；当

w=0时，表示投资者冒险地追求投资收益；当 0<w<1
时，其值由 ri

确定但不精确知道，在不允许卖空的条

件下，投资者要选择最不利情形下最有利的策略，从

而求解极大极小问题

记

则优化问题 Pw
可写成标准形式

  。

2 基本理论

先引用K. Fan[13]的一个结论。

引理 1 设 X 是一非空集合，Y 是一非空紧拓扑
空间，F ：X×Y→ R在 Y 上是下半连续，F在 X上
类凹，在 Y上类凸，即

使

使
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则 。

显然，在问题(Pw)中，R是紧的，f是连续的；f 在

R上是线性的，所以是类凸的；f在 Y上是凹的，因
而是类凹的。

由引理 1，有

。             （6）

由式（6）易得定理 1。
定理 1 问题(Pw)可等价地由问题

(Pw)′ ：

求解。

为求解问题(Pw)′，首先考虑问题

，

即

             
（7）

为求问题（7）的解，先把约束条件 yi
≥ 0，i=1,

2,…,n+1去掉，求解如下问题：

                
 （8）

将问题（8）目标函数两边同乘 -1可得定理 2。
定理 2 问题（8）与下述问题等价：

                              
（9）

令

，

则问题（9）可变为如下无约束优化问题：

。（10）

定理 3 问题（10）的唯一最优解为

，                       （11）

最优值为

。

证 将问题（10）的目标函数对 y求导得

，

令 ，得

。

由于 V正定，目标函数 f(y ,r)严格凸，因而 y是唯一
最优解。把式（11）代入式（10）可得

。

定理 3证毕。
由定理 3可得，问题（8）的最优解为

，

最优值为

。

由定理 1 和定理 3知，可通过求解问题(P)来求解
问题(Pw)。

    (P) ：

问题(P)是一个二次规划问题，由于目标函数连
续，因此在非空紧集上能达到最小值，又矩阵V-1正

定，目标函数是严格凸函数，所以有定理 4。
定理 4 问题 ( P ) 存在唯一最优解，记为

，最优解 r*仅与市场数据σ
i, Rb, ai

和

b i
有关，与风险因子 w无关。
由 ri
≥ Rb

知 r*
 
≥ eRb

，假设 r*≠eRb
，则

。

根据定理 3 和定理 4，问题（8）的最优解为：

                  （12）
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当 yn+1 
≥ 0时，式（12）就是问题 Pw

的最优解；

当 yn+1
＜0时，令 yn+1=0，即不考虑无风险资产借贷。
式（3）中，极大极小意义下的最优投资组合为：

 ；              （13）

。                  （14）

式（4）和式（5）中，收益率的期望值和方差分
别为：

    
（15）

   

 。              （16）

方程（15）和（16）是极大极小意义下，以风险
厌恶因子w为参数的有效前沿的参数方程。显然 E(w)
和σ2(w)均为 w的递减函数，即投资者越厌恶风险，
其投资组合收益率的期望值和方差就越小。

从方程（15）和（16）中消去参数w，有效前沿
可表示成

 
。

因此，在方差 -收益率空间中，有效前沿是一条

顶点为（0，-Rb
）的抛物线；在标准差 -收益率空间

中，有效前沿是一条从顶点（0，-Rb
）出发的斜率为

的射线。

若式（11）中有一个或多个 yi
＜0，由定理 5可得

最优解。

定理 5 设问题（8）的最优解为

，

1）y*≥ 0若，则必为问题（7）的最优解。

2）若存在 y*
l1,y

*
l2,…,y*

ls
是小于零的，则问题（7）

的最优解必在 中，其中

。

证明略。

3 算例

例 1 对股票进行投资，假设：

求解最优投资组合 x=(x1,x2,x3,x4)，使投资获得最大的
利润。

解 由(P)有

                                                                                               （17）
利用 lingo软件求解问题（17）可得

r*=(0.227 0, 0.270 3, 0.259 5)T。

由式（12）有：

y(w)=(0.192 7，0.609 5,0.365 7)T，y4=0.167 9。
从而由式（13）和（14）有：

因此，最优投资组合为

x=(520.810 8,  644.973 5, 754.020 6, 3 358)T。

4 结语

本文讨论了金融优化中不允许卖空下的无风险

资产借贷的最优投资组合的极大极小问题，得出了

最优投资组合的解析表达式，可将其直接应用于投

资管理决策以及股票投资的实践中，特别是它直接

算出投资的股数，因此，具有较大的实际意义。另

外还得出了有效前沿解析表达式，其几何特征是顶
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点为(0，-Rb)的抛物线。
本文研究的是单阶段（静态）情形，而且给出的

是带小数的最优解，但是实际生活中大多数是多阶

段（动态）情形；在股市中，投资的股票数量只能

是十或百的整数倍。因此，对多阶段的情形，解是

整数的情形，协方差矩阵是半正定情形下极大极小

问题的解析表达式和有效前沿的结构等问题，有待

进一步研究
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