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摘 要：考虑无穷远反平面力载荷和平面内电磁载荷情况下，横观各向同性的压电磁介质中广义螺型位

错与含非完整界面的圆形夹杂的电磁弹性耦合效应。广义螺型位错位于基体的任意一点处并且在其位错核

上作用有点力、点电荷和线电流。通过运用复变函数方法，得到了电磁弹性场的解析解。借助于广义的Peach-
Koehler公式，求解出了广义螺型位错上位错力的精确表达式。研究了非完整界面对夹杂区域中电磁弹性场
的影响。讨论了各种参数（非完整界面，材料匹配性和位错位置）对作用在非完整界面附近广义螺型位错

上位错力的影响规律。这些基本解可以作为分析压电磁介质中相应裂纹问题的格林函数。
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Abstract：Under remote anti-plane shear stresses and in-plane magnetoelectric loads, the magnetoelectroelastic
coupling interaction between a generalized screw dislocation and a circular inhomogeneity with an imperfect interface in
transversely isotropic magnetoelectroelastic solids is investigated. The generalized screw dislocation may be at any point
of the inhomogeneity and is subjected to a point force, a point charge and a line electric current at the core. By means of a
complex-variable method, the analytic solutions of magnetoelectroelastic fields are obtained. With the aid of the generalized
Peach-Koehler formula, the explicit expressions of image forces exerted on the piezoelectric screw dislocations are derived.
The influence of the interface imperfection on the magnetoelectroelastic fields inside the inhomogeneity is studied. The
image force acting on the generalized screw dislocation near the imperfect interface is also discussed for variable
parameters (interface imperfection, material magnetoelectroelastic mismatch and dislocation position). These basic solu-
tions can be used as Green′s functions for the analysis of the corresponding crack problem in magnetoelectroelastic solids.
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0 引言

近年来，随着智能材料在工程中的广泛应用，

电磁弹性力学正蓬勃发展。压电磁材料因具有良好

的力电磁耦合性能而受到了极大关注，且这类材料

在记忆元件、传感器、制动与控制等工程领域应用

非常广泛。压电磁材料属脆性陶瓷材料，其在制备

过程中不可避免会产生位错、裂纹、夹杂等细微观

缺陷，而这些缺陷往往会对材料性能产生致命的影

响[1-3]。所以，阐明压电磁材料的微观力学机制是一

项重要而又急迫的任务，从而为压电磁材料的制备

和性能提高提供理论基础。

关于单纯弹性材料和压电材料中位错和夹杂的

相互作用问题，目前已有了较多研究成果[4- 7]。多位

学者用格林函数法研究了压电磁材料的相关问题，

如 Li 等人[8]用格林函数法研究了压电磁材料中的夹

杂问题；Li[9]运用格林函数法研究横向各向同性压电

磁材料，获得了压电磁夹杂问题的精确解答；Fang
等人[10 ]研究了压电磁材料中广义螺型位错与含界面

刚性线的圆形夹杂的电磁弹性相互作用问题。

一般来说，在位错和夹杂的相互作用问题中，界

面连接条件对应力场是一项非常重要的影响因素。

在任何力学分析中，弄清楚非完整界面的意义对理

解复合材料的力学行为是非常重要的。一种广泛使

用的非完整界面模型是假设界面上应力连续而位移

不连续[11- 12 ]。本文就是基于这种假设模型研究了压

电磁材料中螺型位错与弱界面圆形夹杂的电磁弹性

相互作用问题，运用位错基本理论和复变函数方法

求出了该问题的电磁弹性耦合场的精确解，导出了

应力场、电位移场、磁感应强度场及作用在广义螺

型位错上的位错力，讨论了各参数对广义螺型位错

上位错力的影响规律。

1 问题描述

如图 1所示，考虑无限大压电磁基体材料中包含
一半径为 R的圆形夹杂。假设基体材料和夹杂均为
各向同性介质，夹杂在 轴方向无限延伸，并且夹杂

轴线平行于 轴，以 xoy平面为同性面。一广义螺型

位错 位于基体或夹杂中的任意点
0
处，

位错线平行于 轴且在 轴方向上无限延伸，在其滑

移面上，位移、电势和磁势有限跳跃。夹杂和基体

所在区域分别用“1”和“2”表示，基体和夹杂之间
的非完整界面用曲线 L 表示。假设基体在无穷远处

承受反平面力载荷 和平面内电磁载荷

。

2 问题的求解

2.1 基本公式

对于该问题，考虑反平面位移 w，平面内电势
和磁势 ，且所有变量都是 x和 y的函数，此时，控
制方程和本构方程可简化为式（1）。

                
 （1）

式中： 是二维 Laplace算子；

c44, 15, 11
分别为弹性常数、介电常数和磁渗透

系数；

e15, q15, d11
分别为压电、压磁和磁电系数。

式（1）又可简化为 ，其中U=[w, , ]T为

广义位移矢量。据参考文献[13]，U的应力分量 zx,

zy
、应变分量

zx, zy
、电位移分量Dx, Dy

、电场强度

分量 Ex, Ey
、磁通分量 Bx, By

和磁场强度分量Hx, Hy
可

用复势函数矢量 表示为

。

用复势函数表达应力与应变、电位移与电场、磁

通量与磁场强度之间的本构关系为

，（2）

式（2）中：
 
；

图1 问题的原理模型

Fig. 1 Schematic diagram of the present problem
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，且
 
。

在极坐标下，式（2）可表示为

 
。                                     （3）

考虑到该问题为多铁性材料中圆形夹杂与基

体间非完整界面连接，据参考文献[ 1 4 ]知，界面

为非完整界面的条

件可表示为：

 
 （4）

式中 ，和 为非负常数。

  当 时，表示完整理想界面；

时，表示完全滑移界面。

2.2 广义螺型位错在基体中的解答

首先，考虑一个广义螺型位错 位

于基体中任意点 的情况。在位错核上

作用了点力 p、点电荷q和线电流 j。据参考文献[15]，
可得基体所在区域的解析函数矢量 f2(z)具有形式

， ，           （5）

式中： ，L2
表示基体的刚

度模量矩阵，与 L 形式一致，后面分析时取数值；

 
，由无穷远处加载确定。

根据推广的 Schwarz解析延拓原理，引用 2个新

的解析函数 和 ，并注意到在 =R上，

（式中“－”表示对复数取共轭），则有

                ，  ；                    （6）

               ， 。                     （7）

将式（5）代入到式（7）中， 可表示为

， 。        （8）

显然，f1(z)在区域 中无奇异点，为该区域中

的全纯函数，并且容易理解 在区域 中也是

全纯函数。

结合式（2）、（5）和（7），在 上，广义应力

边界条件（4）可表示为

，        （9）

式中“+”和“-”表示当 趋近于界面时，各物理量

的边界值。

考虑式（5）~（8），并参考广义刘维里定理[16]，

式（9）可以表示为如下形式：

                      （10）

式中

。

由式（2）、（6）和（7），广义位移边界条件（4）
又可表示为

， ，               （11）

式中
 
。

同理，参考广义刘维里定理，式（11）可以表示为如
下形式：

       （12）

式中 。

联立式（10）和（12）可得

，（13）

运用级数展开式（14），易求得微分方程（13）的解。

，  ，                    
（14）

式中：  ；

   

考虑方程式（6），可以得到

，              （15）

由式（10）和（15）可以求得基体区域中的复势函数
向量 f2( )，即
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。                  （16）

  若不考虑磁电耦合效应，式（14）和（16）给出
的结果与 Sudak[17]的结果是一致的。

求出复势函数矢量 f1( )和 f2( )后，运用式（2）和
（3）容易求得夹杂中和基体中电磁弹性场的解。例
如，可计算出应力场、电场和磁场分量为：

        
，
   

；            （17）

.                                                                                           （18）
在研究非均质材料的物理性能时，作用在位错

上的位错力是一个非常重要的物理量。运用 Peach-
Koehler公式，作用在 0

点处螺型位错上位错力的表

达式为[5]

      ，          （19）

式中：f x
和 f y

为位错力在 x和 y方向上的分量；

, , x, y, x
和

y
表示作用在位错点

0
处广义

扰动的广义应力场分量。

位错点
0
处的广义扰动广义应力场，可由式（19）

求得的广义应力场减去相应螺型位错在无限大基体

中产生的广义应力场，再取 时的极限值得到。

据参考文献[18]，可求得位错点 0
处的广义扰动广义

应力场为

，             （20）

将式（20）代入式（19），即可得到作用在广义螺型

位错上位错力的精确解析表达式。

3  分析和讨论
下面以BaTiO3-CoFe2O4

复合材料为例，运用上述

理论求解公式对其应力、电位移、磁通量和位错力

等的变化规律进行分析和讨论。BaTiO3-CoFe2O4
复合

材料由BaTiO3
压电材料和CoFe2O4

压磁材料复合而

成，2种材料的性能参数参照文献[19]，如压电材料

BaTiO3
的参数为：

c44=43×109 N/m2，e15=11.6 C/m2，q15=0，

11=11.2×10-9 C2/(N·m2)，d11=0，11=5.0×10-6 N·s2/C2。

压磁材料CoFe2O4
的参数为：

c44=45.3×109 N/m2，e15=0，11=0.08×10-9 C2/(N·m2)，

q15=550 N/(A·m)，d11=0，11=-590×10-6 N·s2/C2。

引入 3 个无量纲量 ， 和

，用于表征界面的不完整程度。mj(j=1,2,

3)的值越小说明界面越完整，当其趋近于 0时，界面
为理想的完整界面；其值越大说明界面不完整度越

高，当其趋近于无穷大时为完全滑移界面。

3.1 无穷远均匀加载时的力电磁耦合场

考虑压电磁复合材料受无穷远均匀反平面应力

加载，m2 = m3 = 0。图2～4分别说明了当
基体材料为CoFe2O4

、夹杂为BaTiO3
时，应力 、电

位移Dx
和磁通量 B x

在 x方向的变化规律。

图3 电位移的变化规律

Fig. 3 The variation of the electric displacement

图2 应力变化规律

Fig. 2 The variation of the shear stress

方棋洪，等 多铁性材料中螺型位错与含弱界面圆形夹杂的相互作用
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从图 2～4可看出，当对压电磁复合材料施加无
穷远力载荷时，在基体和夹杂中都会有电场和磁场

产生，产生这种现象是因为压电磁材料具有电磁弹

性耦合性能。从图中还可发现，无论界面非完整系

数取值如何，夹杂域内的应力 、电位移Dx
和磁通

量 B x
都是均匀分布的，界面非完整程度对基体区域

中电磁弹性场的影响非常重要，当界面不完整程度

增大时，基体中的应力 和电位移Dx
会减小，而磁

通量 B x
会随之增大。

3.2 广义螺型位错上的位错力

对理解位错和夹杂的相互作用效应，位错力是

一个极其重要的物理量。下面利用式（19）和（20）
说明各参数对作用在基体中单个广义螺型位错上位

错力的影响规律。

3.2.1 位错相对位置对位错力的影响

在分析讨论时，为不失一般性，假设广义螺型位

错位于 x轴上某点 处，同时假设无穷远加

载 ，此时位错力在 y方向的分量为 0 ，并

且引入位错的相对位置 。

分析和讨论任以基体为CoFe2O4
、夹杂为BaTiO3

的

BaTiO3-CoFe2O4
压电磁复合材料为例。定义如下无量纲

位错力 ，

和 ，其中 和 对应广义螺

型位错的各个分量[20]。图 5～7描绘了界面非完整参
数mj(j=1,2,3)取不同值时，位错力随着位错相对位置
的变化规律。

图 5表明：当m2=m3=0时，若m1=0或较小（如

m1 =0.02），位错力 总是为正值，夹杂总是排斥

基体中的广义螺型位错，且在基体中没有位错的平

衡点；若m1
取值相对增大（如m1=0.05），位错力

随着相对位置的增大由负变为正，当位错在靠近夹

杂的过程中，位错先被夹杂排斥，后被夹杂吸引，并

且在基体中有 1个位错的不稳定平衡点；若m1
取值

较大（如m1=0.5），非完整界面将一直吸引基体中的
广义螺型位错。图 6表明：当m1=m3=0时，若m2=0或

较小，位错力 总是为正值，夹杂总是排斥基体

中的广义螺型位错，且在基体中没有位错的平衡点；

若m2
取值相对增大，且位错沿 x轴从无穷远处慢慢

靠近界面时，位错力 随着相对位置的减小由

负变为正，当位错在靠近夹杂的过程中，位错先被

夹杂吸引，后被夹杂排斥，并且在夹杂附近出现 1个
位错的稳定平衡点；若m2

取值较大，非完整界面将

一直排斥基体中的广义螺型位错。图 7表明：

始终为正值，且随着位错相对位置减小而增大，非

完整界面参数m3
对位错力 的影响非常小。

图4 磁通量的变化规律

Fig. 4 The variation of the magnetic induction

图6 随位错相对位置的变化规律

Fig. 6 The force  versus 

图7 随位错相对位置的变化规律

Fig. 7 The force  versus 

图5 随位错相对位置的变化规律

Fig. 5 The force  versus 
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3.2.2 材料参数对位错力的影响

采用的基体和夹杂材料不变，取广义螺型位错

，

令 。图8～10描绘了当 ，界面非

完整参数m1=m2=m3=m取不同值时，位错力 fx0
随不同

材料参数的变化规律。

图 8表明：作用在广义螺型位错上的排斥力随比
值 的增大而增大，同时， 存在一个临

界值使位错力的方向发生改变，即由吸引力变为排

斥力。另外，作用在广义螺型位错上的位错吸引力

会随着界面非完整参数m的增大而增大，而当m取

值较大（如m=10）时，位错力 fx0
随着在 的变化

相对较小。从图8中还可发现，当m=0时，在 <1
的范围内，位错力 f x0

有部分为正值，说明软夹杂能

够排斥位错，这是由于压电磁复合材料的电磁弹性

耦合性能导致的。

图 9表明：当m=0时，夹杂（ ）将会

排斥基体中的广义螺型位错，这个现象与图 8所描绘
的现象是相反的，同时，还可以观察到位错力 fx0

随

着 的增大而减小。当 m 取值相对较大（如

m=0.5）时，无论 的值如何变化，夹杂将总是

吸引基体中的广义螺型位错。

图10表明：位错力 fx0
随着 的增大而增大，

但增大程度不明显，对比 和 对位错力

的影响， 对位错力的影响很小，并且位错力

fx0
随着m的增大而增大。

4 结论

本文研究了多铁性（压电磁）材料中广义螺型位

错与含弱界面圆形夹杂的相互作用效应。利用位错

理论和复变函数方法，求解了无穷远加载，广义螺

型位错位于基体中时，基体和夹杂区域内复势函数

矢量的精确解答，同时求解出了广义螺形位错位于

基体中时，作用在广义螺型位错上位错力的解析表

达式。分析和讨论了界面非完整参数对夹杂区域中

的电磁弹性场的影响，详细分析了界面非完整参数

和材料匹配性对位错力的影响。通过研究和分析发

现：界面非完整参数对基体区域中电磁弹性场的影

响显著，当界面非完整参数增大时，夹杂区域中的

应力场、电位移场和磁场减小明显。随着界面非完

整参数的增大作用在广义螺型位错上的吸引力也将

增大，若界面非完整参数取值相对较大时，材料匹

配性对位错力影响相对较小。
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