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摘 要：运用Krasnosel′skii′s不动点定理, 研究了无穷区间上一阶脉冲微分方程边值问题解的存在条件，
得到了解的存在准则，并给出了实例。
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Abstract：By using Krasnosel'skii's fixed point theorem，studies the existence conditions of the solutions of infinite
boundary value problems for first order impulse differential equations, obtains the existence criterions of the solutions, and
gives an example.
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0 引言

近年来，借助不动点定理研究非线性微分方程

边值问题解的存在性，引起了学者们的关注[1]。受文

献[2-5]的启发，对式（1）所示的一阶无穷区间上脉
冲边值问题，本文运用Krasnosel'skii's不动点定理讨
论了其解的存在性。

   
（1）

式中： ；

Ik
：R→R，k = 1, 2, …, n是李普希兹连续的；

，其中 和 分别是

u(t)在 t = tk
，k = 1, 2, …, n的左、右极限；

；

>1是常数。

1 预备知识

设 ，

，

和 存在且 ，其范数为

；

u在 内连续可导，k = 1, 2, …, n。

本文将在 X中寻求边值问题（1）的解。
若没有特别说明，有下列 2 个条件成立：

Ⅰ）存在函数 满足

， ，
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使得 

， ， 。

Ⅱ）存在常数Ck > 0，使得
， ，k = 1, 2, …, n。

为解决边值问题（1），先给出以下 4个引理。

引理 1[2] 设 是Banach空间 的一个有

界闭凸子集，如果满足：

1）映射 A∶F→ X是全连续的；

2）映射 B∶F→ X是一个压缩映射；

3）对于所有的 ，有 ；

则映射 A+B在 F中有一个不动点。
引理 2 函数 是脉冲边值问题（1）的解

当且仅当 u满足方程

   ， ，

式中G(t, s)是方程（1）的格林函数，即

 

证明参见文献[3]。
引理 3[4] 设W是 X的有界子集，如果{W(t)}在
的任意有限子区间上等度连续，且对任意的

> 0 存在 N> 0，使得对于 ，当 时，有

一致成立，其中 ，

那么W在 X中是相对紧集。
引理 4（Arzela-Ascoli)[6] C[a, b]中，集A是一个

列紧集的充要条件是 A一致有界且等度连续。

2 主要结论

设 r > 0且给出 的一个闭凸子集

，                                     （2）

对所有 ，令

，

。

定义

，

i = 1, 2 ,3；                                                                   （3）

；                                       （4）

 。                              （5）

利用Krasnosel'skii's不动点定理讨论边值问题
（1），可得定理 1的结论。

定理 1 设 1 节中的条件Ⅰ）和Ⅱ）满足，且

D1, K0 > 0，D2, q > 0，使D1 + K0 > 0，D2 + q < 1成立，
则对每个 r > 0有

。                                      （6）

从而脉冲边值问题（1）至少存在一个解 ，满

足 。

证 设 r > 0，M由式（2）定义，分 3步证明映
射 是全连续的，。

1）证明 A是从M到 上的映射。

设 ，由条件Ⅰ）、G(t, s)的定义及 f(s, u(s))的

连续性知，对任意 ，k =1,2,…, n，且 t1<t2

有 ；易得 ，

存在，且 ，因此 。

对任意 ， ，k =1,2,…, n，

，

 ；
当 <0时，有 ，上式同样成立。

从而 ， 。

所以 。

2）证明映射 是连续的。

设当 n→+∞，un
→ u， 。证明在 中，

当 n→ +∞时，Aun
→ Au。

由条件Ⅰ）得

由勒贝格控制收敛定理及 f 的连续性，得

，

。

因此 A是连续的。

3）证明映射 是紧的。

先证明一个不等式。
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    。                            （7）

设 S 是 M 的任意有界子集，即存在 r 1
使得

，由式（7）知

，

因此 AS是一致有界的。
用类似证明算子 A连续的方法，可得 AS是等度

连续的。由引理 4知 AS是一个列紧集，从而 A是映

M 入 的紧算子。由全连续算子定义 [ 7 ]知映射

是全连续的。

显然 B是从M到 上的映射。设 u,v ，则

由条件Ⅱ）和式（4）有

由于 q < 1，因此映射 是一个压缩

映射。

由式（5）得

。

根据式（6）并结合上面的范数估值，得

  

即 。

因为引理 1中所有条件满足，则映射A+B在M中
有一个不动点，由引理 2 得脉冲边值问题存在解

，且 。定理得证。

不等式条件Ⅰ）和Ⅱ）是在R 上满足，故称是
全局型的，因此，当选择 r > 0由脉冲边值问题（1）

的参数控制时，引理 1的条件 1）和 2）自动满足。考
虑另一种方法，固定 r > 0并附加以下条件（局部条
件）：

Ⅲ）存在函数 满足

， ，

使得

， ， 。

Ⅳ）存在常数 Ck>0使得
， ，k =1,2,…, n。

相应地有定理 2 的结论。
定理 2 假设条件Ⅲ）和Ⅳ）满足，且D1, K0 > 0，

D2, q, r > 0，使D1 + K0 > 0和式（6）成立，则脉冲边

值问题（1）至少有一个解 ，满足 。

证明 类似定理 1，略。
再给出条件Ⅴ）：

Ⅴ）存在函数 满足

，

使得

， ， 。

根据巴拿赫压缩映射原理有定理 3。
定理 3 假设条件Ⅱ）和Ⅴ）满足，且 q, D3>0，

D3+q<1，则脉冲边值问题（1）有唯一解 。

证 类似定理 1的证明可知，脉冲边值问题（1）
有至少一个解 ，下面证明解的唯一性。

假设存在两个解 u(t)，v(t)，则

，

从而 
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由假设D3+q<1得 ，即 u(t)=v(t)。因
此脉冲边值问题（1）有唯一解 。

3 实例 

例 1 边值问题

至少存在一个解。

解 因为

， ，

， ， ， ，

经计算有

， ，K0=0。

经验证方程满足定理 1的所有条件，因此上述边
值问题至少存在一个解。
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