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摘 要：利用神经网络求解组合优化问题，是一种有效的途径。对连续Hopfield网络的数学模型及稳定
性进行了分析；探讨了组合优化问题的神经网络求解方法，针对传统方法参数配置复杂、收敛速度慢等不

足，提出了改进算法；最后，通过系统仿真与性能测试验证了该算法的可行性。
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Abstract：Using neural networks to solve combinatorial optimization problems is an effective approach. Analyzes the
mathematical model and stability of continuous Hopfield neural network, discusses the use of CHNN to solve combinatorial
optimization problem and puts forward the improved algorithm aiming at the insufficiency of the traditional method of
parameters configuration complex and convergence rate slower. Finally, through the system simulation and performance
testing, demonstrates the algorithm feasible.
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人工神经网络是目前国际上迅速发展的前沿研

究方向之一，Hopfield网络作为一种全连接型的神经
网络，利用与阶层型神经网络不同的结构特征和学

习方法，模拟生物神经网络的记忆机理，在解决组

合优化问题方面取得了很好的效果[ 1 ]。组合优化问

题是一类在社会生产中普遍存在的问题，求解较为

困难。由于神经网络具有内在的并行性和容错性，

因此，在求解组合优化问题领域得到了广泛应用[2]。

本文以TSP（traveling salesman problem，旅行商问题）
求解为例，讨论了利用连续Hopfield网络解决组合
优化问题的一般方法。针对传统方法参数配置复杂、

收敛速度较慢[3]、易出现等价解等不足，提出了改进

算法。同时，从参数配置、问题规模及拓扑结构等

方面对算法性能进行测试。

1 连续Hopfield网络

1984年，美国科学家Hopfield设计了Hopfield网
络模型的电路，指出神经元可以用运算放大器来实

现，所有神经元的连接可用电子线路来模拟，称为

连续Hopfield网络[4]。与离散Hopfield网络不同，连
续Hopfield网络采用 Sigmoid函数代替阈值函数作为
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神经元的激活函数，在时间上的连续性决定了其工

作方式的并行性，提高了解决问题的效率。

1.1 数学模型构建

假设神经元j(j=1, 2, …, N)的内部膜电位状态用Uj

表示，细胞膜输入电容为 C j
，细胞膜的传递电阻为

R j
，输出电压为 V j

，外部输入电流用 I j
表示。其中，

Rj
和Cj

并联模拟生物神经元的时间常数，wij
模拟神

经元间的突出特性，运算放大器模拟神经元的非线

性特性，Ij
相当于阈值。由基尔霍夫电流定律可得网

络动态方程为

                     
（1）

式中：N 为神经网络中神经元的个数；

gj
为神经元的传递函数；

 (i, j =1, 2, …, N)为网络权系数矩阵[5]。

1.2 稳定性分析

网络的能量函数定义为

           （2）

式中：g-1(V)是 的反函数。

对 E(t)求时间导数 ，如果wij = wji
，则

 
。     （3）

将动态方程式（1）代入式（3），同时，由于

，则有

 
。          （4）

若传递函数 g(u)为单调递增的连续有界函数，则
其反函数也为单调递增函数，故其导数必定大于 0，

即 。同时，C j > 0， ，因此

，且仅当 时，有 。

从以上分析可知：当网络神经元的传递函数单

调递增且网络权系数矩阵对称时，网络能量会随着

时间变化下降或保持不变；当且仅当神经元的输出

不再随时间变化时，网络的能量才会不变[5]。

2 组合优化问题的求解方法及改进

2.1 组合优化问题的求解原理

组合优化问题的目标是从问题的可行解集合中

求出最优解 [ 6 ]，可描述为：令 为所

有状态构成的解空间，C(si)为状态 si
对应的目标函

数值，要求寻找最优解 s*，使得对于所有的 ，有

。比较典型的组合优化问题有旅

行商问题、加工调度问题、邮路选择问题、空中航

线规划问题等，这些问题有很强的工程代表性，在

实际社会生产活动中有很广泛的应用。但最优化求

解却较为困难，主要原因是求解此类问题需要较大

的时空开销，以致某些大规模问题不可能在可接受

的时间里获得求解。因此，研究组合优化问题的求

解方法具有重要的理论价值和实际意义。

利用连续Hopfield网络可较为快速地求解组合优
化问题[7]，其原理是将问题的目标函数转换成网络的

能量函数，把问题变量映射为神经元的状态，当神经

元状态趋于平衡点时，能量函数也趋于极小值。网络

由初态向稳态收敛的过程就是优化计算的过程，当

能量函数收敛于极小值时，问题的最优解（或近似最

优解）也就产生了。由于神经网络是并行计算的，其

计算量不会随问题维数的增加而发生指数性“爆

炸”，因而对于组合优化问题的快速求解非常有效。

2.2 连续Hopfield网络求解 TSP的传统算法

TSP问题是组合优化问题的典型代表，可描述
为：已知 N 个城市间的距离，某一旅行商从某个城
市出发访问每个城市 1次且仅 1次，最后回到出发城
市，怎样安排才使其所走路线最短[8]。解决问题的方

法是先将 TSP的合法解映射为置换矩阵，并给出相
应的能量函数，同时将满足置换矩阵的能量函数最

小值与 TSP问题的最优解相对应。
使用 N × N 神经网络，用神经元的状态来表示

某一条有效路径中的位置。神经元 x i
的状态用 v xi

表

示，其中 ，vxi
表示第 x个城市Cx

在路

径中的第 i个位置出现，vxi=0表示Cx
在路径中第 i个

位置不出现，此时第 i个位置上是其它城市。N×N
矩阵 V可表示一次有效的路径，即 V矩阵可唯一确
定对所有城市的访问次序。

定义连续Hopfield网络的能量函数为

（5）
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式中：A, B, C, D均为大于 0的常数；

dxy
为城市 x与城市 y之间的距离。

式（5）的前 3项保证矩阵V的每 1行不多于 1个

1时所对应的项的值最小，第四项包含有效路径长度
信息，为问题的目标项。

根据式（1）求得网络的动态方程为

      
（6）

2.3 连续Hopfield网络求解 TSP的改进算法
应用一般的连续Hopfield网络方法求解 TSP，虽

然在速度上有一定的优势，但不能保证 dE/dt=0的点
就是真正的极小点。利用该方法求解时，参数配置

方法较为复杂，若参数选择不恰当，可能得不到最

优解，有时甚至出现“非法”或“冻结”现象。因

此，有必要对上述算法进行改进。通过分析发现，式

（5）的第三项仅在网络输出全为 0 时才起到约束作
用，否则前 2项已经保证了第三项成立，故只需对前

2项稍做修改，第三项即可省去。由于行列的对称性，

可取B=A，D项由式（5）的 简化为 ，

方程式仍满足优化目标约束的要求。因此，能量函

数可简化为

         （7）

相应的动态方程为

  

        
。                   （8）

经过归纳及总结后，给出改进后的算法[5 ]。

Step1 输入 TSP问题的城市位置坐标并计算各
城市间的距离；

Step2 计算动态方程 ，利用一阶欧拉法计

算 ；

Step3 计算连续Hopfield网络神经元xi
的状态值

vsi(t)；
Step4 计算能量函数 E；
Step5 判断是否结束，如果结束则输出最优解

并退出，否则迭代累加器加 1并返回 Step2。
流程图如图 1所示。

3 系统仿真与性能测试

系统仿真与测试的环境为：CPU1.73 GHz，内存

512 M，操作系统WindowsXP，编程语言MATLAB
R2010a。本实验首先对 16个结点的 TSP问题利用改
进后的算法进行仿真，然后针对算法的参数选择、问

题规模及城市拓扑等方面对算法进行性能仿真测试。

3.1 系统仿真

实验对象是规模为 16个结点的 TSP问题，各城
市坐标如表 1 所示。网络初始化条件为

，

式中：u0=0.1，N =16， xi
为(-1, +1)的随机值，参数

A=200，D=100，迭代次数为10 000。

图1 算法流程图

Fig. 1 Algorithm flow chart

表1 城市坐标

Table 1 City coordinates

序号

横坐标

纵坐标

1

0.12
0.34

2

0.16
0.76

3

0.23
0.56

4

0.37
0.11

5

0.33
0.38

6

0.34
0.67

7

0.55
0.25

8

0.56
0.45

9

0.47
0.57

1 0

0.43
0.89

1 1

0.59
0.69

1 2

0.67
0.22

1 3

0.75
0.34

1 4

0.65
0.55

1 5

0.66
0.88

1 6

0.87
0.64

系统运行后求得路径长度为 3.385，最优能量值
为 131.638，见图 2和 3。从图 3可看出，网络能量随
迭代过程不断减少，当网络能量变化很小时，网络

的神经元状态也趋于平衡点，此时对应的城市顺序

即为待求的优化路径。实验表明，利用连续Hopfield
神经网络可快速准确地解决 TSP问题。同理，对于
其他利用枚举法会产生“组合爆炸”的组合优化问

题，利用连续Hopfield神经网络也可进行优化计算[9]。
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进算法优于传统神经网络方法的原因之一。

3.2.2 规模测试

实验选取 4种不同规模的 TSP问题来验证本算法
的健壮性，测试方法是将问题规模分为 4种级别：规
模A, B, C和D，相对应的结点数N分别为 10, 12, 14
和 16，迭代次数分别选取 8 000～14 000不等，实验
结果如表 3所示。测试的评价指标是有效收敛率，实
验总次数为 40×4次。

从表 3可看到，规模A的最佳迭代次数为 8 000，

B的最佳迭代次数是8 000或12 000，C的最佳迭代次
数是 8 000，D的最佳迭代次数是14 000以下。4种规
模问题的迭代次数为 14 000时，有效收敛率下降较明
显。因此，利用连续Hopfield网络求解组合优化问题，
迭代次数不是越多越好，太多的迭代次数不仅较难

得到优化解，且会增加系统时空开销。

3.2.3 拓扑测试

实验选用较典型的 3种拓扑结构：均匀拓扑、对
称拓扑和区域聚集拓扑。为了评价算法在不同拓扑

结构下的运算性能，采用路径质量做为评价指标。路

径质量参数 ，其中：lave
为路

径的平均长度，lans
为算法某次运算得到的解，lopt

表

示问题的最优解。实验次数为 50×3次，实验数据如
表 4所示，表中 t ave

表示算法运行的平均时间。

从实验结果来看，本算法性能较好，3种拓扑结
构求解的平均运行时间均接近 3.6 s，都能获得较满
意的结果。通过对表 4中实验数据的分析发现，城市
拓扑结构对神经网络性能影响较大，这一点从有效

收敛率和路径质量值可以看出来。可见，结点拓扑

分布越分散，有效收敛率越小，如均匀拓扑只有

50%；而结点拓扑分布越集中，有效收敛率越高，如
区域聚集拓扑达 70%。从路径质量方面来看，网络对

3.2 算法性能测试

为了验证本文算法的实际性能，需要从多个角

度对算法进行考察，包括参数选取方案测试、问题

规模测试及拓扑结构测试。

3.2.1 参数测试

实验选取 5 套方案，如表 2 所示。迭代次数为

12 000，试验次数为 24×5次。

从表 2可看出，参数配置方案对算法的运行时间
和路径寻优有一定影响，但影响不大，从平均路径

长度来看，5种方案都较接近。但参数配置对有效收
敛率的影响较大，其中，方案 1和方案 2的有效收敛
率只有 58.33%，而方案 4和方案 5则提高到 79.17%。
总体来看，该算法是相对较稳定的算法，这也是改

图2 最优路径

Fig. 2 Optimal path

图3 最优能量值

Fig. 3 Optimal energy value

表2 参数配置与测试数据

Table 2 Parameter configuration test data

方案

序号

参数选取 平均运行

时间 /s

平均路径

长度

最优路径

长度

有效

收敛率 /%A      D

1
2
3
4
5

100
200
300
400
500

5 0
100
150
200
250

14.802
15.251
14.751
14.189
14.478

3.808
3.860
3.807
3.587
3.760

3.593
3.385
3.601
3.464
3.437

58.33
58.33
62.50
79.17
79.17

表4 拓扑结构测试数据

Table 4 Topology test data

拓扑结构
路径长度

QL tave s
有效

收敛率 /%lave              lopt                lans

均匀

对称

区域聚集

3.602
3.876
2.978

3.365 7
4.061 4
3.394 3

3.347
-0.538
-4.746

3.721
3.641
3.627

5 0
6 0
7 0

3.531 4
3.531 4
2.890 3

表3 规模测试的有效收敛率

Table 3 Effective convergence rate of scale test  %

迭代次数
T S P 问题规模

  D

8 000
10 000
12 000
14 000

100
8 0
9 0
4 0

8 0
6 0
8 0
7 0

9 0
6 0
8 0
4 0

9 0
9 0
9 0
5 0

A B C
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均匀拓扑结构所求得的路径质量最好。3种不同拓扑
结构的路径寻优结果如图 4～6所示。

4 结语

组合优化在社会生产中的各个领域有着重要的

应用，研究快速、准确、高效的组合优化问题求解

算法意义重大。本文结合Hopfield神经网络的特点，
利用改进的连续Hopfield网络求解了典型的组合优
化问题（即 TSP问题）。仿真实验和性能测试表明，
改进算法在参数配置、稳定性及收敛速度等方面优

于传统方法，为组合优化问题求解方法的探索提供

一定的借鉴作用。
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图4 均匀拓扑的最优解

Fig. 4 Optimal solution of uniform topology

图5 对称拓扑的最优解

Fig. 5 Optimal solution of symmetry topology

图6 区域聚集拓扑的最优解

Fig. 6 Optimal solution of regional aggregation topology


