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摘 要：半定规划是线性规划的推广，内点算法是目前最有效的求解半定规划算法。研究了基于内点算法

的半定规划的灵敏度分析，即右端向量和费用矩阵变化时对可行解的影响，并给出了在单步内点迭代时，保持

可行域内和近似最优解时的参数变化的界限，以及一般情形的 灵敏度分析。
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Abstract：Semidefinite programming(SDP) is an extension of linear programming, and the interior-point algorithm is the
most effective method for semidefinite programming. Studies semidefinite programming sensitivity analysis based on interior
point algorithm, that is perturbations impacts of right-end vector and cost matrix on practical  solutions. And in the single-step
interior point iteration presents the parameters of the boundaries at practical domain and approximate optimal solution and the
general conditions of  sensitivity analysis.
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1 背景知识

半定规划是特殊的凸规划，其可行域是半正定锥

的仿射子空间，它是线性规划的推广。20世纪 90年代
以来，半定规划的算法迅速发展，在控制论、系统论、

组合优化、移动通信等领域有广泛的应用。

在本文中，用Rm表示m维欧氏空间；Sn, Sn
+ , S

n
++
分

别表示 n阶对称矩阵、对称半正定矩阵及对称正定矩

阵的集合；  表示  ；“·”表

示 Frobenius内积，即 ，

其中C, X同型， 表示矩阵CXT的迹；
max(Z),

min(Z)分别表示矩阵 Z最大及最小的特征值。
半定规划的标准形式及其对偶形式[1 ]如下：

   ，

(PSDP)  s.t. , i = 1, 2,…, m ,
            ；
   max bT y，

(DSDP)  s.t. ，

            ；
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式中： ， 为实数；

，  ；

C, Ai, Z为 n× n的实矩阵。
不失一般性，不妨假设 ，否则令

， ， 即可。

引入线性算子 定义为

 
；

再引入 A的伴随算子 定义为

，

式中： 。

因此，半定规划（PSDP）及其对偶规划（DSDP）
可转化为下述等价形式：

   ，

(PSDP)  s.t. AX = b，

            ；
   max bT y，
(DSDP)  s.t. ，

            。
可以证明，对偶规划也是半定规划。

半定规划的KKT (Karush-Kuhn-Tucker) 条件为：

                                             
（1）

式中： 是正实数，I是单位矩阵。
求问题（1）的近似解，即解式（2）：

                                                    
（2）

利用牛顿法求解，得到搜索方向 ，即

求解线性系统（3）：

                                  
（3）

由于X, Z通常不可交换，即XZ≠ ZX，这样从式
（3）第二个方程解出的ΔZ 是对称的，但从第三个方
程可知ΔX通常不是对称的，这与下一步迭代需要
X + ΔX是对称的相矛盾。为了解决这个困难，学者
们提出了许多方法，其中主要有AHO[2]方向、HKM[3]

方向、NT[4]方向等。Zhang Yin等人[5]通过引入下述对

称算子统一了这些方向：

，

式中： 为非奇异对称矩阵，Hp
是算子，K是 n阶

矩阵。

从而， 等价于

。

当 ，即 P2 = X-1时为KM方向；

当 即 P2 = Z时为HKM方向；
当 P = I时为AHO方向；
当 PTP = W时为NT方向，其中W满足

。

2 右端向量和费用矩阵扰动的界限

将式（2）变为下列非线性系统（4）：

                                       
（4）

式中： 是XZ的某对称算子，且 和 是挑选

出的迭代点。因此，牛顿方向由式（5）的解给出：

                                           （5）

式中：rP = b - AX是原始残余向量；

RD =C - ATy - Z是对偶残余向量；
算子E = E(X, Z)和F = F(X, Z)分别是在迭代步(X, Z)

时 关于 X和 Z的导数，并且
。

再定义算子 为 ，

进一步假设上述算子 E和 F为：
， ，                                         （6）

式中：N是 n阶矩阵。
其共轭算子分别为：

  。

考虑在内点算法中单步迭代时，右端向量和费用

矩阵扰动的界限，有如下结论。

定理1[6]   (X, y, Z)是PSDP(b, C)和DSDP(b, C)的严格
可行点，E和F由式（6）给出，E -1是E的逆算子，且

A E - 1 F A 非奇异。如果右端向量 b 变成 ，

，假设式（4）的一个牛顿步是从(X, y, Z)得到
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的，且对应于 和 中的

满足 ，那么当且仅当Δb满足下列
不等式组，

全牛顿步可以取到，且得到的迭代步对于新问题是可

行的。此外，当 E-1F正定时，新的迭代步的对偶间隙
不大于 。

定理 2 [6] (X, y, Z)是PSDP(b, C)和DSDP(b, C)的严
格可行点，E和 F由式（6）给出，且 AE-1 FA非奇异。
如果费用矩阵C变成 ， 。假设式（4）
的牛顿步是从(X, y, Z)得到的，且对应于 和

中的 满足 ，那

么当且仅当下列不等式组成立，

全牛顿步可以取到，且得到的迭代步对于新问题是可

行的。此外，当 E-1F正定时，新的迭代步的对偶间隙
不大于 。

定理3 [6] (X, y, Z)是PSDP(b, C)和DSDP(b, C)的严
格可行点，E和F由式（6）给出，AE -1 FA非奇异。如
果右端向量 b 和费用矩阵 C 分别变成 ，

， ， ， 。假设式（4）的
一个牛顿步是从(X, y, Z)得到的，且对应于

和 中的 满足 ，

那么全牛顿步可以取到且其迭代结果对于新问题是可

行的，当且仅当 满足条件

，

其中：a是

的倒数（当该数为负数时，a 取负无穷），

b是

的倒数（当该数为负数时，b 取负无穷）。
此外，当 E-1F正定时，新的迭代步的对偶间隙不

大于 。

对于内点算法的AHO, HKM, NT方向，当右端向量
和费用矩阵扰动时，E.Yildirim等人[6]也得出了相应的

结论。

3 一般情形的 灵敏度分析

将式（2）变形为下列系统[7]：

                                                             
（7）

于是牛顿步满足下列系统：

容易验证对于可行迭代解有：

EX = FZ。
定义 1 给定正数 ，称(X, y, Z) 对于PSDP(b, C)和

DSDP(b, C)是 最优的，如果它满足

式中： ， ，且上述第三个不等式表示当前迭代

的对偶间隙不大于 。因此 最优解就是内点算法的最

终解。

定义 2 一般 灵敏度分析就是求扰动参数变化的

界限，使得扰动问题保持 最优解不变。

根据上述定义，作费用矩阵或者右端向量发生变

化时的一般 分析，先考虑费用矩阵 C变化时的情形。
对于给定正数 ，如果已经得到满足  = 的 最

优解，那么对偶解(y, Z)可以用定理 4表示。
定理 4 如果定义

，

，

式中： ，

线性算子 定义为 ，

线性算子 定义为 ，

e i
是m×m单位矩阵的第 i列，

是参数矩阵，V是 n阶矩阵。

那么 总成立。此外，对于给定的迭代步

，当 时， 。
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证明

。

假设已得到可行的迭代步 ，因为 是

可行对偶解，则 ，结合 及线性

算子 L, A，可得：

。

由M 的定义得：

，

。

由 ， 得：

。

由 EX = FZ且 E -1存在，有：

 。

由 和 的关系得：

于是，当参数 等于 C时，则 。

定理证毕。

假设费用矩阵C沿着方向 变化，
C
是实

值参数，则有新的原始问题 和新的对偶问题

 ：

         min   ，

s.t. AX = b，
                              ；
         max   bT y ，

s.t. ATy + Z = C + C P ，

                             。
定理 4中的 和 ，用C + CP代替C，得到新的

对偶解 ，

式中： ，

  

容易看出，沿着方向 移动当前对偶

解
C
个单位，新的对偶解也可得到。对于 和

，要使 是 最优，定义 1的 3个条件必

须满足。因为原始对偶不变，第一个条件满足，第二

个和第三个条件可以写成如下形式：

由定理 4 知，上述第一个等式成立，将第三个不
等式代入第二个正定性条件中，并令T = P -AT KP，得：

，

。

当且仅当 成立，即

。

定义 vC
和 uC

分别为
C
的下界和上界，则有：

vC < C < uC
。

由 和 成立的充分必要条件得其

等价条件：

，

从而得定理 5。
定理 5 如果

C
满足：

1）当  > 0时，vC < C < 0；

2）当  < 0时，0 < C < uC
；

3）当  = 0时，vC < C < uC
。

那么，扰动问题 和 的解 是 最

优的。

推论 1 在一般 灵敏度分析中，费用矩阵C的变
化范围是 。

考虑右端向量 b变化的情形，对于给定的正数 ，

如果 最优解 满足 ，那么当右端向量 b

变化时，原始对偶解 的变化由定理 6给出。
定理 6 假设 定义为

，

式中，线性算子G： 定义为 ，参

数向量 ，那么 总成立。

此外，对于给定的迭代可行解 ，当

时有 。

证明 由M和K的定义，经过简单的代换，可知

总成立。假设 是给定的迭代可行解，

由定理 4和等式 ，得：
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结合 的定义可知，当参数 时， 。

定理证毕。

假设右端向量 b沿着方向 变化，
b
是实

值参数，则得到修正后的问题 和 ：

         min   ，

s.t. AX = b + b p，

                              ；

         max  ，

s.t. ATy + Z = C，

                            。

在定理 6中，用 b + b p替换表达式 中的 ，得

新的原始解：

。

容易看出，沿着当前方向 p将原始解移动 b
个单

位时，就可得到新的原始解。

类似前面的分析，有定理 7。
定理 7 假设

b
的上界和下界分别是 ub

和 vb
，即

vb < b < ub
，如果

b
满足：

1）当  > 0时，vb < b < 0；

2）当  < 0时，0< b < ub
；

3）当  = 0时，vb < b < ub
。

那么，扰动问题 和 的解 是 最

优的。

推论 2 在一般 灵敏度分析中，右端向量 b的变

化范围是 。

4 结语

本文直接把W.J. Kim等人[8]在线性规划中的结论

推广到半定规划上。线性规划的灵敏度分析是讨论右

端向量和费用矩阵对最优解的影响；半定规划的灵敏

度分析只讨论右端向量和费用矩阵对严格可行解以及

最优解的影响。目前，对半定规划系数矩阵的扰动情

况研究较少，有待学者们进一步研究；如何把灵敏度

分析和含参数的半定规划应用到管理科学、通信工程

等领域，也是值得研究的课题。
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