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摘 要：对变系数线性齐次微分方程组的特殊类型的求解问题进行了探讨，给出了系数矩阵为A(x)（各元素
为 x的多项式）的一阶线性齐次微分方程组解的结构定理，以及系数矩阵为Af(x)（A为 n阶常数矩阵，f(x)为可
积函数）的一阶线性齐次微分方程组解的结构定理，并通过实例给出了具体的求解方法。
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Abstract：Investigates the solution of special variable coefficient linearity homogeneous differential equations. Presents
the structure theorem of first-order linear homogeneous differential equations with coefficient matrix A(x)(each element is
polynomial of x) and the structure theorem with coefficient matrix Af(x) (A is n th ordinary matrix and f(x) is an integral function).
And provides specific solving methods through examples.
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0 引言

求解一阶线性非齐次微分方程组

，                                                      （1）

其关键是，能否求出其对应的齐次微分方程组

                                                                    （2）

的一个基本解组。到目前为止，对于常系数线性齐次

微分方程组 ，借助线性代数中的 Jordan标准

型理论或指数矩阵，使这一问题得到了彻底解决；但

对于方程组（2）如何求出其基本解组，至今尚无一般
方法[1-5]。对此，本文给出了方程组（2）的 2种特殊类

型的求解方法。

定义 1 设存在可逆矩阵T，通过变换 f(X)=T-1XT，
使得f(A)与f(B)都能化成Jordan标准型，且对应的Jordan
块的阶数相同，则称矩阵 A 与 B 是同变换矩阵。
定义 2 设 n× n矩阵

A0+A1x+…+Anx
n，
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 式中： ，i=0,1,2,…,n ；

为常数，k, j =1,2,…,n。
若矩阵A0, A1,…, An

是同变换矩阵，则称

A(x)=A0+A1x+…+Anx
n                                                                         （3）

为同变换等幂矩阵，且称线性微分方程组

                                                       （4）

为同变换等幂线性微分方程组。

本文研究同变换等幂线性微分方程组和系数矩阵

为Af(x)的线性微分方程组，求基本解组的问题。

1 引理

引理 1 设 n× n矩阵A(x)是同变换等幂矩阵，且
矩阵 A(x )中 A i

的特征单根 所对应的特征向量为 T j

(i=0,1,2,…,n；j=1,2,…,n)，则存在可逆矩阵T，使得

  

成立。

证明 因为A(x)=A0+A1x+…+Anx
n是同变换等幂矩

阵，由定义 1可知A0, A1,…, An
是同变换矩阵。又因为

矩阵Ai
的特征单根 所对应的特征向量为 Tj

，所以有

，

式中：T=(T1,T2,…,Tn) ；
且有

T -1A(x)T=T -1A0T+T -1A1xT+…+T -1Anx
nT=

。

2 主要结论

2.1 系数为同变换等幂矩阵的一阶线性齐次微分方程

组的解

定理 1 若 n× n矩阵A(x)是同变换等幂矩阵，且
矩阵 A(x )中 A i

的特征单根 所对应的特征向量为 T j

(i=0,1,2,…,n；j=1,2,…,n)，则方程组（2）的通解为：

 

                  （5）

证明 因为矩阵 A(x)是同变换等幂矩阵，由引理

1知，存在可逆矩阵 T，使得

 

。

利用变换 Y=TZ，则有 ，即

。    （6）

易见方程组（6）有 n个线性无关的解：

，

，…，

。

把这 n 个线性无关的解代回变换中，得到方程组

（2）的一个基本解组 ，Tj
是T的第 j列

向量。

所以方程组（2）的通解为式（5）。
定理 2 若 n× n矩阵A(x)是同变换等幂矩阵，矩

阵A(x)中Ai
的m个不同的特征根为 ，它

们的重数分别为 ，则方程组（2）对每一
个 有 (i=0,1,…,n；j=1,2,…,m)个形如
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， ，…，

的线性无关的解。式中：  ，

的每一个分量为 N的次数不高于

-1的多项式。
只要取遍所有的特征根 ( j=1,2,…,m)就可得到方

程组（2）的一个基本解组。
定理 2的证明与文献[1]中定理 3.14的证明类似。
定理 3 若 n× n矩阵A(x)是同变换等幂矩阵，且

矩阵A(x)中Ai
的特征根 的重数为 (i=0,1,…,n；j=1,

2,…,m)，则方程组（2）有 个形如

       （7）

的线性无关的解。式（7）中向量 （即

的 个特征向量），由矩阵方程组

                           

（8）

所确定。只要取遍所有的特征根 ( j=1,2,…,m)，就得
到方程组（2）的一个基本解组。
证明 把式（7）代入方程组（2）得：

式中： 。

消去式（9）中 ，并比较 N的次数有：

  

（10）

比较式（10）中每一个矩阵方程两端 x的同次幂
系数（向量），对任意一个 i(i=1,2,…,n)，有矩阵方程组：

 

                         （11）

注意到式（11）与式（8）是等价的，故定理得证。
同时，式（11）与式

是等价的，即 所对应的特征向量为：

。               （12）

2.2 系数矩阵为Af(x)的一阶线性齐次微分方程组的解
定理４ 设 f(x)是可积函数，若常数矩阵A的特征

单根
i
所对应的特征向量为 Ti(i=1,2,…,n)，则一阶线性

齐次微分方程组

                                                               （13）

的通解为：

  。

                                                                                      （14）
定理 4的证明与定理 1的证明相似。
定理 5 设 f(x)为可积函数，若常数矩阵A有m个

不同的特征根
1, 2,…, m

，它们的重数分别为 k1,k2,…,
km
，则一阶线性齐次微分方程组

                                                                 （15）

对于每一个
i
有 k i

个形如

， ，…，

                                                        （16）

的线性无关的解。式中： ，Pj(L)( j=1,2,…,ki)
的每一个分量为 L的次数不高于 k i-1的多项式。
只要取遍所有的特征根

i(i=1,2,…,m)就可得到方程
组（15）的一个基本解组。

（9）
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定理 5的证明与文献[1]中定理 3.14的证明类似。
定理 6 若常数矩阵A的特征根 i

的重数为 ki(i=1,
2,…,m)，则一阶线性齐次微分方程组（15）有ki

个形如：

                         （17）

的线性无关的解。式（17）中向量 由矩阵

方程组

                               
（18）

所确定。只要取遍所有的
i(i=1,2,…,m)，就可得到方程

组（15）的一个基本解组。
定理 6的证明与文献[1]中定理 3.15的证明相似。

3 定理应用举例

例 1 解方程组

解
    

A0+A1t+A2t
2。

矩阵A2
的特征根

1= -1, 2=1, 3=2所对应的特征向

量分别为
 
；

矩阵A1
的特征根

1= -3, 2= -1, 3=0所对应的特征

向量分别为
 
；

矩阵A0
的特征根

1= -2, 2=2, 3=1所对应的特征向

量分别为
 
。

于是根据定义 1，存在可逆矩阵 ，

使得A0, A1, A2
是同变换矩阵。

所以，根据定理 1的式（5）得方程组的通解为：

 
。

例 2 解方程组

解
   

 

 
。

矩阵A0
的特征根为 = -4， ；矩阵A1

的特

征根为 ， 。

易知 = -4， 所对应的特征向量为(4 4 1)T。

根据定义 1，假设存在可逆矩阵 T，使得 A0,A1
是

同变换矩阵，那么由定理 1可得 , 所对应的解是

。由定理3知，可设 ，

所对应的 2 个线性无关解形为

 
，

并且R0,R1
满足矩阵方程组：

解得R0
的 2个线性无关向量为  ；R1

相

应的 2个向量为 。所以根据式（12），存在

可逆矩阵 ，使得A0, A1
是同变换矩阵。

于是，可得原方程组的 2 个线性无关解为：
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，

 
。

因此，原方程组的通解为：

   
。

例 3 求解方程组

解 原方程组可化为 ，式中：

。

矩阵A的特征根 1=2, 2= 3=1。
易知

1=2所对应的特征向量为(0 0 1)T，

由定理４得所对应的解是 。

下面求
2= 3=1所对应的 2个线性无关解。由定理 6可

设其解形为 ，并且R0,R1
满足矩阵

方程组：

解得R0
的 2个线性无关向量为  ；R1

相应

的 2个向量为 。

于是，可得原方程组的 2 个线性无关解为：

， 。

因此，原方程组的通解为：

。
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