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摘 要：在托卡马克等离子体中，撕裂不稳定存在已被人们广泛认识，针对双撕裂模线性增长情况，采用

边界层法对其增长率进行了分析，并进行了数值模拟。
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Analysis on the Linear Growth Rate of Double-Tearing Mode in Plasmas
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Abstract：The presence of tearing instability in Tokamak plasma has been widely recognized. In view of the linear growth
of double-teaing mode, analyses its gowth rate with boundary layer method and simulates the results.
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0 引言

理想等离子体的重要特征之一是“磁冻结”效应，

因此，不稳定性涉及等离子体相对磁场的运动和运动

特征时间尺度。当 2条反向磁力线足够接近至非理想
状态，以至于随它们一起运动的“等离子体元”分辨

不出自己到底属于哪一条磁力线时，在此区域内的磁

力线已经不是原来的磁力线了，它们之间的连接形式

发生了重组，即磁重联[1 ]。显然，磁重联伴随磁场拓

扑的变化，撕裂模就是一种典型的磁重联过程。

对撕裂模的理论研究表明：经典撕裂模尺度线性

增长率为 ，其中 （ ， ）

是磁雷诺数[1-2]。在m=1的柱形几何位形下，且仅考虑
电阻而不计反常电子黏滞时，其线性增长率为

，反之 。对于存在多重有理面的情

况，等离子体会产生双撕裂模，当这些有理面之间距

离足够小时，它们之间的相互作用不断增大，则等离

子体会变得更加不稳定。笔者对此种情况下双撕裂模

增长作详尽推导分析，为进一步对其线性和非线性演

化情况的分析提供理论基础。

1 磁流体力学平衡方程

考虑平板几何位形，磁感应强度可表示为[2]：

。                                              （1）
假定在 x方向等离子片长度为 a，电流沿 方向且

等离子体是不可压缩的，矢量场 B⊥和 V⊥可用通量函
数 和流量函数 表示为：

，                                                                （2）
。                                                                  （3）

欧姆定律和 方向电流表示为：

，                                 （4）

。                                                                    （5）
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方程式（4）取 方向分量就变化为：

，            （6）

满足运动方程（取 方向分量）

。   （7）

假定 , , e为常数，微扰形式为

，把方程式（6）和式（7）线性

化可得：

                     
（8）

，     （9）

在把长度归为 a，时间为 h
，磁场强度为 B 0

时，方程

式（8）和式（9）转化为无量纲形式：

               
（10）

                      
（11）

式中： ， ， ；

为磁雷诺数；

为黏滞扩散时间。

2 撕裂模增长率分析

已有文献对常数磁通近似和m=1柱形几何位形下
撕裂模的线性增长率作过较详细的研究[2-5]。本文中笔

者利用简化磁流体力学方程，分 2种情况分析并推导
双撕裂模的线性增长率。

1）仅考虑电阻而忽略由湍流引起反常电子黏滞效
应的情况下，双撕裂模的线性增长率。

忽略反常电子黏滞效应后，式（10）可简化为：

，               （12）

式中： 在 处为 0，J0
最大。见图 1。

由于磁雷诺数很大（通常 S ~ 106），方程式（12）中的
电阻项显得十分重要。下面采用边界层法求解内区

和外区 式（12）的解，并用匹配条件将
求解结果连接起来。

在外区，系统可作为理想等离子体来处理，方程

式（12）满足 ，将其代入方程式（11）可

得到

                            
（13）

方程式（13）的内部项 仅在 附近小区域内起

作用，此时 。在外部区域， 可以忽略，则

方程式（13）可简化为：

，                            （14）

方程式（14）的解可用参数 的幂级数表示，即

 。
对于最低级次，式（14）可简化为：

 。                                       （15）

由于
0
关于 x=0对称，且 是奇异面，故方程

式（15）的解可表示为：

                              （16）

而 可写为：

    
（17）

图1 双撕裂模初始磁场 和电流

Fig. 1 Initial magnetic field  and initial current
 for the double-tearing mode
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在 x=xs附近将 按泰勒级数展开，忽略方程式

（13）右边的项，则式（17）与式（16）匹配可得到

，    （18）

对方程式（18）求导，且有 ，

，同时对方程式（17）求导，且

并令两者相等，可得双扭曲模的增长率为：

，

从此式可看出：在平板几何位形下，双扭曲模是稳定

的[6 ]。但电阻和反常电子黏滞可使双撕裂模变得不稳

定。在外部区域 ，解的形式仍用式（16）和式

（17）表示；在内部区域 ，忽略 2且把 在

有理面 xs
附近展开，则式（11）和式（12）可化为：

，                              （19）

，                           （20）

求方程式（19）和式（20）的解，并与外部的解匹配，
就可得到如下耗散关系，

，            （21）

式中： ， ，    （22）

将 作为 的函数，式（21）耗散关系的数值解如图 2
所示[6]。

当 2 有理面之间距离足够小时，据式（22），在

和 的情况下，双撕裂模增长率可表示为：

。                                                   （23）

当 2有理面之间距离足够大，且 和 的情

况下，由式（21）和式（22）可得其增长率为：

。                       （24）

2）仅考虑由湍流引起反常电子黏滞效应而忽略电
阻的情况下，双撕裂模的线性增长率。

忽略电阻时，方程式（10）和式（11）可简化为：

，                                  （25）

。                        （26）

忽略 2并采用变换x - xs ~x， ， ，则

方程式（25）和式（26）可转换为：

，                                                                 （27）

，                                                     （28）

式中： ， 。

再引进函数

，                              （29）

方程式（27）和式（28）可化为微分方程

式中： 为常数，由方程式（30）解的渐进性确定。
解方程式（30）可得耗散关系为：

  
（31）

这里 F是 hypergeometric function[7]，即

。   （32）

式（31）耗散关系的数值解可用图 3来表示[8]。此耗散

关系仅在耗散层 时才正确。

当 2有理面距离足够小，且在 和 的情

况下，利用关系 ，可得双

撕裂模的线性增长率为：

图2 仅考虑电阻率时耗散关系 和 数值解

Fig. 2 Solution of the dispersion relation

 of  vs  for resistivity

（30）
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。                                            （33）

当 2有理面距离足够大，且在 和 的情

况下，利用关系 ，可得双

撕裂模的线性增长率为：

。                         （34）

3 数值模拟

运用同一位形[9]

，                              （35）

式中： ， ， 。

当 时， ，选择 BC
的目的是使

，图 1是磁场 和 的典型图例。

1）在考虑电阻效应忽略反常电子粘滞效应的情况
下，画出 和 的关系曲线，如图 4。

图3 仅考虑电子黏滞时耗散关系的数值解 和 的关系

Fig. 3 Solution of the dispersion relation of
  vs  for electron viscosity

图4 仅考虑电阻率时双撕裂模增长率 和 关系

Fig. 4 The relation of  vs  for resistivity

图 4曲线的绘制条件为：把 看作 的函数，对应

不同S值（从上自下依次为940, 9 400, 94 000, 940 000），
其中xs=0.25。

2）同样在考虑反常电子黏滞效应而忽略电阻的情
况下，把 看作 的函数，对应不同 R值（从上自下依
次为9 900, 99 000, 990 000, 9 900 000），其中xs=0.25，画
出 和 的关系曲线，见图 5。

4 结语

在具有多重有理面的等离子体中，当 2 有理面之
间距离足够小时，磁岛会相互驱动增长。笔者通过理

论分析，导出了双撕裂模的线性增长率。在考虑电阻

效应忽略反常电子黏滞效应的情况下，当 2有理面之

间距离足够小时，双撕裂模的线性增长率 ，

反之  ；在考虑反常电子粘滞效应而忽略电阻
的情况下，当 2有理面之间距离足够小时，双撕裂模

的线性增长率 ，反之 。
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