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Markov链的一种随机时间替换

莫晓云

（湖南财政经济学院，湖南 长沙 410205）

摘 要：研究Markov链的一种随机时间替换，这种替换有别于通常的Markov过程理论中的随机时间替换。
通常的Markov过程的随机时间替换，是通过Markov过程的可加泛函来实现的。而现在，被随机时间替换的过
程 是一个时间离散的、状态空间可数的、时间齐次的Markov链，用于随机时间替换的过

程 是一个时间连续的、状态空间为非负整数集的、不降的、空间齐次的Markov链，而且 X与 独立。

证明了随机时间替换后的过程 ， ，是一个Markov链；并求出了 Y的转移概率；当 是时
间齐次时，Y也是时间齐次的。
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A Sort of Random Time-Change for Markov Chain

Mo Xiaoyun
（Hunan University of Finance and Economics，Changsha 410205，China）

Abstract：Researches a sort of random time-change for Markov chain, which is different from random time-change of
ordinary Markov process theory. It is realized by additive functional of the Markov process. The process

 which will be random time-substituted is a time-discrete, countable state space and time-homoge-
neous Markov chain, and the process  which will be used to substitute is a time-continuous, non-decreasing and

space-homogeneous Markov chain with the state-space constituting of non-negative integers in addtion, X and   are mutually
independent. It is proved that the random time-changed process  ,  is a Markov chain, whose

transition probabilities are calculated. If  is time-homogeneous, then Y is also time-homogeneous.
Keywords：Markov chain；random time-change；time-homogeneity；space-homogeneity；transition probabilities
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0 引言

Markov过程 的随机时间替换已有

较深入的研究，被随机时间替换的过程是一般的

Markov过程，而用于随机时间替换的过程是由依赖于

M a r k ov 过程 X 的可加泛函 获得的，即

， ，而 表示反函数，过

程 和过程 X有关。 可以证明，在一定的条件下， Y仍
然是一个Markov过程。上述的Markov过程的随机时
间替换涉及到Markov过程的许多高等的概念和理论，
这方面的文献较多[1-4 ]。然而，笔者在研究中遇到了一

种随机时间替换问题，它和上面涉及可加泛函的随机

时间替换是不同的，其特点是：第一，被随机时间替

换的过程不是连续时间的、一般状态空间的Markov过
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程 ，而是时间离散的、状态空间可数的

Markov链 。 第二，用于随机时间
替换的过程 是时间连续的、非负整数值的、

不降的Markov链，它不牵涉可加泛函，与X无关，即
与X独立。 第三，本文的讨论不需要Markov过程的较
高等的理论框架，而是在较初等的框架下进行的。很自

然的问题是，随机时间替换后的过程 ，

，是否为Markov链？本文在适当的、合理

的假设下给出答案，而且求出了 Y的转移概率，当 是
时间齐次时，Y 也是时间齐次的。

1 问题的提出

可以假设，在某个概率空间 上，给定下面

的 2个Markov链[5-6]。

1）离散时间Markov链 ，其

状态空间为可数集 S，链于第 n(n > 0)步时的 k(k > 0)步
转移概率记为

，

式中，i, j∈S；k = 0, 1, 2, …； 。

2）连续时间Markov链 ，其状态空间

为N = {0, 1,  2, …}，不降，即对任意 0 < s < t有

=1，其转移概率记为

，0 < s < t，m, n∈N。

3）2个Markov链 X与 独立。问 ，

是否为Markov链？

2 随机时间替换后链的Markov性
定理 1 对第 1节中给定的 2个Markov链 X与 ，

假设：

1）X是时间齐次的，即 nPij
≡ Pij

与 n(n > 0)无关。

2） 是空间齐次的，即

，m, k∈N                                （1）
与m(m > 0)无关。
则随机时间替换后的过程 ，

是连续时间的、状态空间为 S的Markov链，其转移概
率记为

，0 < s < t，i, j∈S，
则有：

 ；                                           （2）

进一步，如果 是时间齐次的，则 Y也是时间齐次的，
此时转移概率记为

，s, t > 0，i, j∈S，

则有：

 ，                                                  （3）

式（3）中 与 s > 0无关。

证明 设n > 1, i0, i1, …, in, in+1
∈S, 0 < t0 < t1< …<

tn+1
，简记求和号

  
。

由于 不降，故有下面的式（4）：

            
 （4）

由于 X与 独立，式（4）右边等于

               （5）

由于 X和 的Markov性，式（5）等于

  

        。       （6）

由于 X的时间齐次性和 的空间齐次性，式（6）等于

。

                                                                                             （7）
于是，式（4）左边等于式（7）的最右边。
由于式（4）对任何的 n成立，因此，在式（4）中

用 n取代 n+1后，得下面式子中的第 1个等号，即
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   。                                 （8）

式（8）的第 2个等号成立是由于 X与 独立。
由于式（8）和式（2）成立，因此式（7）的最右

边可以写成

 。           （9）

这样，式（4）左边等于式（7）最右边，从而式（4）
的左边等于式（9），即

，

这说明，Y是Markov链，其转移概率是式（2）。
进一步，如果假设Markov链 是时间齐次的，即

与 s > 0无关，则

也与 s > 0无关，式（2）成

为式（3），从而 Y也是时间齐次的，其转移概率为式
（3）。定理证毕。

 注意，如果 是时间齐次的或非齐次的

Poisson过程，甚至是广义的 Poisson过程，此时式（1）
成立，即 是空间齐次的。
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