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反常积分的定义问题

邓光辉，刘东南，徐承杰

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘 要：针对目前高等数学和数学分析教材中，在处理反常积分这一内容时出现的问题，对反常积分的定

义问题进行了探讨，提出了解决问题的对策。
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Abstract：Aiming at improper integrals problems in the textbooks of higher mathematics and mathematical analysis, the
definition of improper integral are discussed and the countermeasures to solve the problems are put forward.
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目前，国内高等数学和数学分析教材种类繁多，

在编写反常积分或广义积分这一内容时，对“反常积

分”或“广义积分”的概念都没有给出明确的定义；

一般只对下面所述定义 1中，反常积分前面的 2种情
形给出定义。不同教材对概念名称的使用，以及对 2
种情形的定义又不尽相同。 啰特别是有的定义比较

嗦，有的比较深奥，有的以偏概全，有的还自相矛盾。

总之，这部分内容的编写很混乱，给教育工作者带来

一些不便，特别是给初学者带来很多困惑。为此，笔

者作了一些探讨，提出了自己的拙见与同仁们商榷。

1 反常积分和广义积分的定义

1.1 定义

“定积分”（或称“常义积分”）的定义有 2个必要
条件：

①积分区间[a, b]有限；
②被积函数在积分区间[a, b]上有界。
笔者对文献[1-6]以及其它文献进行了仔细的研读

和分析，归纳出如下 2个定义。
定义 1 如果条件①和条件②至少 1个不满足，这

种“积分” 称为反常积分。
定义 2 如果将条件①中有限积分区间推广到无

限区间，或将条件②中被积函数在积分区间上有界推

广到无界，这种“积分” 称为广义积分。
1.2 定义的分析与比较

定义 1 中“反常积分”的内涵是：违反定积分条
件的积分；外延是以下 3 种情形的积分：

1）积分区间无限，但被积函数在积分区间上有界；

2）积分区间有限，但被积函数在积分区间上无界；

3）积分区间无限，且被积函数在积分区间上无界。
按通常的理解，“推广”就是使事物的使用范围或

起作用的范围扩大，推广后的范围应该包含推广前的

范围。例如：数的概念由自然数推广到整数，由整数

推广到有理数，由有理数推广到实数，由实数推广到

复数，每一次推广都包含了原有的部分。

定义 2 中“广义积分”的内涵是：将定积分条件
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推广的积分。推广后的部分应该是包含原有的部分，

否则就不能说是“推广”而应说是“改为”。因此，定

义 2 中“广义积分”的外延是：定积分和反常积分。
显然，在定义 1和定义 2中，反常积分与广义积分

从内涵到外延都不相同，前者的外延小于后者。因此，

它们是2个不同的概念，不能理解为是2个等价的概念。

2 教材中存在的问题

2.1 概念与内容的问题

不同教材中，对概念名称的使用和内容的编排比

较混乱。一是，将“反常积分”错误地理解为与“广

义积分”是等价的概念，从而在名称使用上“反常积

分”与“广义积分”相互替代；二是，反常积分应包

括哪几种类型的积分不明确。常见的有以下几种情况。

1）默认定义 1，使用的是“反常积分”的名称，讲
述的是定义 1中前面 2类积分[1]；

2）默认定义 1，使用的是“广义积分”的名称，讲
述的是定义 1中前面 2类积分[2]；

3）默认定义 2，使用的是“反常积分”的名称，讲
述的是定义 1中前面 2类积分[3]；

4）默认定义 2，使用的是“反常积分”的名称，讲
述的是定义 1中全部 3类积分[4]；

5）默认定义 2，使用的是“广义积分”的名称，讲
述的是定义 1中前面 2类积分[5]。

2. 2 2 类反常积分的定义问题
定义一个概念，要求定义中的语言（文字）通俗、

简练、准确，定义中的条件是充分而且必要的。但是

很多教材的定义存在问题，值得商榷。在此举例说明。

2.2.1  无穷区间上的反常积分
定义 3[4] 设函数 f(x)在区间[a, +∞)上连续，取 t >

a，如果极限 存在，则称此极限为函数 f (x)

在无穷区间[a, +∞)上的反常积分，记作 ，即

。这时也称反常积分

收敛；如果上述极限不存在，函数 f (x)在无穷区间[a,

+∞)上的反常积分 就没意义，习惯上称为反

常积分 发散，这时记号 不再表示数

值了。

该定义存在 2个问题：

1）定义冗长。
2）前后矛盾[7]。因为第一部分“如果极限

存在，则称此极限为函数 f (x)在无穷区间

[a, +∞)上的反常积分，记作 ”，应理解为：无

穷区间[ a ,  +∞)上的反常积分 ，就是极限

存在时的极限值；而定义中的条件是充分

而且必要的，因此，如果极限 不存在就不

能称为无穷区间[a ,  +∞)上的反常积分，也不能记作

。第二部分“如果上述极限不存在就称反常

积分 发散”，显然从名称到记号都与第一部

分相矛盾。

定义 4[5] 设函数 f (x)在区间[a, +∞)上连续，记号

称为函数 f (x)在区间[a, +∞)上的广义积分。

取 t > a，如果极限 存在，那么称广义积分

收敛，并把此极限值称为广义积分的值，即有

。如果上述极限不存在，则称

广义积分 发散，这时记号不再表示数值了。

该定义也存在 2 个问题：
1）定义冗长。

2）不通俗。定义中“记号 称为函数 f (x)
在区间[a, +∞)上的广义积分。”这是用一个不知其含
义的新符号来定义一个新概念，虽然后面用了冗长的

文字和符号加以说明，但还是难以理解。

2.2.2 无界函数的反常积分

定义 5 [4] 与定义 3定义的方式类似。
存在的问题与定义 3相同。
定义 6 [5] 与定义 4定义的方式类似。
存在的问题与定义 4相同。
定义 7[2-3，6-7] 设函数 f (x)在区间(a, b]上连续且

。取 t > a，把极限 称为无界函

数 f (x)在区间(a, b]上的反常积分，仍然记作 ，

即 。如果极限存在，称反常积分

收敛；如果极限不存在就称反常积分

发散。

定义 7与定义 5和定义 6相比，虽然简练、通俗也
没有矛盾之处，但犯了以偏概全的错误，因为定义中

的条件“ ”与“f (x) 在点 a的右邻域内无

界”不等价。若 在点 a的右邻域内

无界；而 f (x) 在点 a的右邻域内无界 。

例如，函数 在点x=0的右邻域内无界，

但 ；从而 是定义 5和定义 6下的

反常积分，但不是定义 7 下的反常积分。
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3 问题产生的原因及解决的对策

3.1 原因

对反常积分这一部分内容的编写，出现混乱局面

的原因，主要有 2点。一是，“反常积分”与“广义积
分”的概念没有明确而又权威的定义；二是，现在教

材等出版物很多，一些作者为了突出作品的特色，或

表明作品是自己创作的结果而非抄袭物，刻意将一些

概念定义得与众不同。

笔者认为一些传统的、经典的内容在没有找到更

好的表述之前，不要轻易去改变它。

3.2 对策

不难看出，文献[1-7]的所有编者认为，他们理解
的反常积分或广义积分都不包含定积分，即这 2 个概
念都是指定义 1中的反常积分。大多数编者认为，反
常积分与广义积分是同一个概念，反常积分或广义积

分就是指定义 1中前面 2类积分。
鉴于大多数学者对这一部分内容的理解和认识，

再结合本文前面的探讨，笔者认为把这一部分内容称

为“广义积分”是不恰当的，应该称为“反常积分”。

这种认识，要成为教材的编写者和其他数学教育工作

者的共识，尽快改变不同教材在这一内容编写中的混

乱状况，并按如下方式编写。

先按定义 1 给出反常积分的概念，并说明有 3 种
情形，再重点讲述前面 2种情形，最后简要点明第 3种
情形。对无穷区间上的反常积分和无界函数的反常积

分，按下面的定义 8和定义 9给出。
定义 8 设函数 f (x)在区间[a, +∞)上连续，取 t >

a，把极限  称为函数f (x)在无穷区间[a, +∞)

上的反常积分，记为 ，即

。如果极限存在，称反常积分

收敛；如果极限不存在，就称反常积分

发散。

无穷区间(-∞,b]上的反常积分，按定义8类似给出。
定义 9 设函数 f (x)在区间(a, b]上连续，而在点 a

的右邻域内无界。取 t > a，把极限 称为无

界函数 f  (x )在区间(a ,  b]  上的反常积分，仍然记为

，即 。如果极限存在，

称反常积分 收敛；如果极限不存在就称反常

积分 发散。

区间[a, b)上无界函数的反常积分，按定义 9类似
给出。

4 结语

在编写反常积分这一内容时，按 3.2节中所述的方
法处理，能解决文献[1-7]等许多教材中出现的问题。
从而使这部分内容结构合理、逻辑性强，概念叙述通

俗、准确、精炼；有利于教师教学，更有利于学生理

解概念和掌握知识。
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