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n阶常系数非齐次线性微分方程特解的统一求法

陈华喜
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摘 要：对于 n阶常系数非齐次线性微分方程 ，当 f(x)分别为Pm(x)，

和 时，给出了求特解的统一方法：“降阶法”，有别于大多数《常微分方程》教材

中的传统方法：“待定系数法”。
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Abstract：As for n order constant coefficient non-homogeneous linear differential equation 

, when f (x) is Pm(x), , and ,  one unified method for particular solution：

“reduction method” is provided，which is different from the traditional method of“undetermined coefficients”in most
textbooks of Ordinary Differential Equations.
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设 n 阶常系数非齐次线性微分方程为：
，                    （1）

式中：a1, a2, 
…, an

为常数；

f (x)为连续函数。
设 n 阶常系数齐次线性微分方程为：

 ，                         （2）
由微分方程解的结构定理[1- 2]知，方程（1）的通

解，等于对应的齐次方程（2）的通解与自己的 1个特
解之和。方程（2）的通解易求，因此，求方程（1）的
通解，关键是求方程（1）的 1个特解。目前，大多数
《常微分方程》教材是对 f (x)分别为 Pm(x)， 和

，以及特征根的各种情

况分别设定相应的特解函数，用待定系数法求特解。

该方法较繁琐，而且情形较多，难以记忆，不利于初

学者掌握。为此，笔者对上述 3种类型给出 1种统一
的求特解的方法：“降阶法”[3-5]。

1 求特解的统一方法

类型 I f (x) = Pm(x)的情形。
当 f(x) = Pm(x)时，方程（1）为：

，                    （3）
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式（3）中 是m次多
项式。

方程（3）两边对 x依次求m阶导数，先求一阶导
数可得：

，       （4）

求二阶导数得：

  

，（5）

求m-1阶导数得：

 ，                   （6）

求m阶导数得：

 。                                 （7）

当 an
≠ 0时，方程（1）有不高于m次的多项式特

解，故 ，因而在式

（7）中有 any
(m)=m!bm

，即得  ；将 y(m)代入式

（6）可求得 y(m-1) ；再将 y(m)，y(m-1)代入上一级式子可得

y(m-2)；依此下去，最终可求得特解 y。
当 an=…=ak-1=0，ak

≠ 0，k<n时，方程（3）
即为：

y(n) + a1y
(n-1) +… + ak y(n-k) = Pm(x)，                        （8）

此时，令 y(n-k)= ，则方程（8）变为：
，                                （9）

方程（9）称为降阶方程[6]，其解法同方程（3）中an
≠0

的情况。求出 后，再对 进行 n - k次积分便可求出方
程（8）的特解 y。
类型 II 的情形。

当 时，令 是方程（1）的解，
代入方程（1）化简后得类型 I的方程，按类型 I的方
法求出特解，从而求出原方程（类型 II）的特解。

类型 III
的情形。

当 时，构造

方程：

，                                             （10）

  ，                                               （11）

  ，                       （12）

  。                      （13）
对方程（12），（13）可按类型 II，转化成类型 I后，

按类型 I的方法求出特解。方程（12）特解的实部就是
方程（10）的特解 y1

；方程（13）特解的虚部就是方程
（11）的特解 y2

。根据特解的叠加原理知，y=y1+y2
是方

程（1）的特解。

2 求特解举例

例 1 求方程 的特解。

解 方程两边分别对 x求一至三阶导数有：

 ，                                      （14）

，                                              （15）

。                                             （16）
因为原方程右边是 3次多项式，从而有：

y(6) = y(5) = y(4) = 0，
由式（16），（15）得：

y(3) = 1，y″= x，                                                         （17）
将式（17）代入原方程，得方程的 1个特解为：

 。

例 2 求方程 的 1 个
特解。

解 令y = u(x)ex，                                                    （18）

则 ，                                                （19）

。                             （20）
将式（18），（19），（20）代入原方程得：

 。                       （21）
方程（21）是例 1的情形，按例 1的降阶法得方程

的特解为： ，

所以原方程的特解为：

。

例 3 求方程 的 1个特解。
解 求原方程的特解等价于求方程：

                                                 （22）
的特解的实部。

令 ，                                                        （23）

从而 ，                           （24）
。

                                                                                      （25）
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将式（23），（24），（25）代入方程（22）得：
。                                                      （26）

方程（26）是例 1的情形，按例 1的降阶法得方程
的特解为：

 。                                                 （27）

将式（27）代入式（23）得：

 。

所以原方程的特解为：

 。

3 结语

上述求 n 阶常系数非齐次线性微分方程特解的方
法是：先将类型 II和类型 III作适当代换，转化为类型

I，再按类型 I的“降阶法”求解。这种方法不仅是 3
种类型求特解的统一方法，而且求解时不需要讨论特

征根的各种情形，求解的过程不需用难记的公式和深

奥的知识。它是一种容易理解和掌握，并且比较适用

的方法。
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