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用积分不等式计算一类定积分的值

李平乐

（娄底职业技术学院 机电工程系，湖南 娄底 417000）

摘 要：对一类定积分 的近似计算进行了研究，给出了 2个积分不等式。以此，可近似估算出积

分的值，并能确定其误差的大小。通过将积分区间细分，可进一步提高估算值的精确度，这为计算机编程提供

了数学模型。
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Calculation of a Type of Definite Integration Value with Integral Inequalities
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Abstract：Studies the approximate computation of a definite integration  and provides two new inequalities.

This can approximately compute the value of integration and determine the integral error. By subdividing the integration
interval, can improve the accuracy of computations further, and it provides mathematical models for  computer programming.
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0 引言

计算定积分近似值的传统方法有：矩形法、梯形

法、抛物线法等[1-2]。它们存在共同的缺点：不能判断

其近似值是大于精确值还是小于精确值，也不能估算

出近似值偏离精确值的程度。虽然有些不等式可用来

估算定积分的值，但估算精度不高。

文献[3-10]对一些定积分的近似计算作了探讨，给
出了一些较好的计算方法。在此基础上，本文给出一

类定积分的 2个不等式，并给出估算定积分的值的方
法。当精度要求不高时，利用计算器手工计算即可；

当精度要求较高时，可先将积分区间细分并建立计算

的数学模型，再根据数学模型编程，利用计算机进行

数值计算。这样，工程设计中一些很难计算的定积分，

特别是被积函数的原函数不能用初等函数表示的定积

分的近似计算，变得较容易；还可利用计算机的强大

功能，将近似计算的精确度极大地提高。

1 主要结论

定理 1 当 ，且 x是第一、四象限的

角时，函数 连续， ，且下列积分不

等式成立。
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。 

                                                             
（1）

证明 1）先证式（1）右半部分。
当 x 是第一象限的角时，有：

 。                             （2）

由文献[3]得：

      ，

                                                                                                 （3）
将式（3）两边平方，并整理得：

      。（4）

由文献[4]得：

          ，                             （5）

将式（5）两边平方，并整理得：

，                     （6）

将式（6）代入式（4），并整理得：

  

  。（7）

由文献[5]得：

 。                        （8）

通过求定积分，得：

，                 （9）

，             （10）

。                           （11）

由文献[6]得：

 。                          （12）

综合式（8）~（12）整理得：

 
 。

当 x 是第四象限的角时，证法与是第一象限的角
类似。式（1）右端证毕。

2）再证式（1）左半部分。
当 x 是第一象限的角时，有：

 。                           （13）

由文献[3]得：

 ，          （14）

将式（14）两边平方，并整理得：

。

                                                                                               （15）
由文献[4]得：

，                        （16）

将式（16）两边平方，并整理得：

，                  （17）

将式（17）代入式（15），并整理得：



第 5期 39李平乐 用积分不等式计算一类定积分的值

 。   （18）

由文献[5]得：

，                       （19）

通过求积分，得：

，              （20）

。      （21）

由文献[6]得：

 。                    （22）

综合式（19）~（22）整理得：

 
。

当 x 是第四象限的角时，证法与是第一象限的角
类似。式（1）左端证毕。
定理 2 当 ，且 x是第二、三象限的

角时，函数 连续， ，且下列积分不

等式成立。

 

。
                                                                   （23）

因为，x是第二象限的角与 x是第一象限的角时，

的变化规律相同；x是第三象限的角与 x是第一

象限的角时， 的变化规律相同；所以，由式（1）
可得式（23）成立。

2 计算实例

例 1 估算定积分 的值。

解法 1  利用定积分的性质进行估算。

因为 在积分区间 上单调递增，

由

，得：

0.058 874 419 0.123 183 937。

估算误差：

0.123 183 937 - 0.058 874 419 = 0.064 309 518。            （24）
解法 2 利用定理 1中的不等式进行估算。

由 
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，得：

0.088 065 027  0.114 300 516。

估算误差：

0.114 300 516 - 0.088 065 027 = 0.026 235 489。      （25）

若将积分区间 等分成 2 个区间 和

，其中： ，  ； ， 。

由定理 1得：

 0.043 306 045 + 0.062 383 273 =

0.105 689 318，

 0.038 927 008 + 0.056 190 319 =

0.095 117 327，
因此，

0.095 117 327  0.105 689 318。        （26）

估算误差：

0.105 689 318 - 0.095 117 327 = 0.010 571 991。      （27）
由式（26）和定积分的性质，得：

-0.105 689 318  -0.095 117 327。

例 2 估算定积分 的值。

解法 1 利用定积分的性质进行估算。

因为 在积分区间 上单调递增，

由 

，得：

-0.346 159 100  -0.050 893 127。

估算误差：

-0.050 893 127-(-0.346 159 100) = 0.295 266 373。      （28）
解法 2 利用定理 2中的不等式进行估算。

由

得：

-0.266 820 625  -0.042 522 429。

估算误差：

-0.042 522 429-(-0.266 820 625) = 0.224 298 196。  （29）

若将积分区间 等分成 2个区间 和

，其中： ， ； ， 。

由定理 2得：

-0. 136 425 921-0.051 858 104 =

-0.188 284 025，
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 -0.150 364 660 - 0.074 557 793 =

-0.224 922 453，
因此，

-0.224 922 453  -0.188 284 025。             （30）

估算误差：

-0.188 284 025-(-0.224 922 453) = 0.036 638 428。          （31）
由式（30）和定积分的性质，得：

0.188 284 025  0.224 922 453。

3 结语

定理 1、定理 2的 2个不等式，给出了计算定积分

的近似值，以及对近似值作误差估计的方

法。比较例 1中的式（24），（25），（27）和例 2中的式
（28），（29），（31）可知，用本文给出的方法计算的近
似值，比用定积分性质计算的近似值精确；还可通过

将积分区间细分，多次利用本文的方法，使计算的值

进一步精确。
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