
湖 南 工 业 大 学 学 报

Journal of Hunan University of Technology
Vol.24 No.4

July 2010
第 24卷 第 4期
2010年 7月

求解线性二层规划的割平面法

徐林西，成央金，李光荣，吕婷婷

（湘潭大学 数学与计算科学学院，湖南 湘潭 411105）

摘 要：基于线性二层规划的全局最优解可在其约束域的极点上达到这一性质，利用约束域顶点的相邻极

点产生割平面，设计了一种求解上层带约束的线性二层规划的割平面法，并给出了算例。
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A Cutting Plane Algorithm for Solving Linear Bilevel Program
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Abstract：Based on the result that a global optimal solution to linear bilevel programming occurs at the extreme point of
its constraint regain, uses adjacent extreme point to get the cutting plane and designs a cutting plane algorithm for solving
linear bilevel programming with the upper-level constraint. And a simple example is given to illustrate the application of the
algorithm.
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1 背景知识

多层规划问题是在研究一系列递阶层次系统时产

生的，它通常是用2个或多个最优化问题来刻画的，其
中每层问题的约束域全都部分受限于下层问题的最优

响应。现代生产管理系统和经济模型中的许多问题都

可以用多层规划来表述[1 ]。多层规划主要研究各自具

有目标函数的多个决策者按照非合作和有序的方式进

行决策，任何一方的决策行为都影响着其他人的决策

选择和目标实现，但又不能完全控制其他人的选择行

为的决策问题。

在多层规划问题中，二层规划最为常见，且任何

多层规划都是由一系列二层规划复合构成的，因此，

对二层规划问题的研究显得尤为重要。由于二层规划

问题具有极其复杂的几何性质，已被证明是NP-难问
题[2 ]。目前，人们对二层规划的研究大多数还局限于

线性二层规划问题，并提出了一些算法，如，1）极点
搜索算法[3-4] ：利用线性二层规划最优解的极点可达性

和单纯形法对容许集的顶点进行枚举；2）K K T
（Karush-Kuhn-Tucker）算法[5-6] ：基本思想是将下层问

题用与之等价的KKT条件代替，然后利用某种策略处
理互补松弛条件；3）罚函数算法[7] ：利用罚函数理论，
将线性二层规划转化为含有精确罚因子的单层数学规

划；4）智能算法：如遗传算法[8]，禁忌搜索算法，模

拟退火算法等。

本文所采用的割平面算法是由Hoang Tuy于1964年
提出的，最初用于凹规划的求解。目前，对于线性二

层规划应用割平面算法的很少[ 9]，且只求解下层含有

约束的线性二层规划问题。本文据 Shi Chenggen等[10]

对线性二层规划最优解的新定义，利用约束域顶点的

相邻极点产生割平面，将搜索区域逐渐缩小，最终找

到上下层都带有约束的线性二层规划的最优解。该算
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法的优点是在单纯形法中求解相邻极点，减少了计算

量，有利于求解较大规模的线性二层规划问题。

2 模型，定义与性质

本文考虑如下形式的线性二层规划问题：

  

定义 1[10] a）线性二层规划（linear bilevel program-
ming ，简称BLP）的约束域为：

  

b）线性二层规划（BLP）的约束域 S在上层决策
空间的投影为：

 ；

c）对 ，下层问题的可行解集为：

 ；

d）对于 ，下层问题的合理反应集为：

 ；

e）线性二层规划（BLP）的诱导域为：

 。

定义 2 若 ，对任意给定的 ，

假如 成立，则称 为线性二层

规划（BLP）的最优解。
定义 3 设 X0为凸集 X的 1个凸子集，如果 X中

任意 1条闭线段只要有 1个相对内点在 X中，且线段
的 2个端点也在 X中，则称 X0为 X的 1个面。
定义 4 如果 X1为凸集 X的若干个面的并，则称

X1为 X的弱拟凸子集。
假设 1 约束域 S是非空紧集。
在此假设下，约束域 S是多胞形，故 S 的极点个

数有限。通常极点个数有限时，这些点也称作顶点。

假设 2 对 ，下层问题在 S(x)上具有唯一的
最优解。

在上述 2个假设下，类似Bialas 和Karwan[11]的证

明可以得到以下结论。

引理 1 线性二层规划（BLP）的诱导域 IR是约束
域 S 的若干个面的并。

引理 2 BLP的诱导域 IR是闭连通的，且 IR的极
点即为 S的极点。
引理 3 若 BLP有最优解，则必在 S的某个极点

上达到。

在定义 1的条件下，根据对偶理论，把BLP降层
化为如下形式：

      
（1）

式中： 。

令

则式（1）可化为：

                                        
（2）

记 ，uE为U的极点组成的

集合。令 的最优

解，则 ，并记

。

定理 1 的极点是 S的极点。

证明 要证 的极点是 S的极点，即证 为

S的弱拟凸子集。

先证 为 S的一个面。因 是由非空凸集 S

和线性约束 的交构成的，所以

是非空紧凸集。下证 。记

，其对偶问题为

，对给定的x，

有Q(x) = D(x)，因

，  

由 的定义知 。
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然后，令 ，存在 ，满足

。由弱拟凸集的定义知，

只需证 。因为

 ，

故有

，

得到

。（3）

因 ，对给定的 x1,x2
，由对偶理论的性质有

， 。             （4）

由式（3）和（4）可得：

，   。

已知 ，故有 ，

的极点即为 S的极点，证毕。

定理 2  设 为 S的 1个极点， 是 引出

的任意 1个面。若 ，则 ，有

。

证明  反证法。假设 ，在 上任意取

1点 ，使得当 0 <  < 1时，有

成立。因为 IR是 S的弱拟凸子集，所以 与已

知矛盾，故定理得证。

由定理 2知，若 不是BLP的可行解，则

与它所有相邻极点构成的面上的内点都不是BLP的可

行解。因此，由 所有相邻极点构成的平面把 S分

为 2部分 S1
和 S2

，若 ，则只需

在 S2
上继续寻找BLP的最优解。

3 割平面

算法的关键是确定由所有相邻极点构成的平面。

首先用单纯形法求解线性规划

的最优解 ，同时获得 1个最优单纯形表。显然

为 S的 1个极点，而 的所有相邻极点可按

下述方法获得。

在最优表中，选取1个非基变量作为进基变量，由

规则确定好出基变量后进行旋转运算，得到 1个新的
单纯形表，即获得 1个新的极点。然后再在最优表中
选取另一个非基变量，依此迭代，直到所有的非基变

量都取完，则可得到 的所有相邻顶点

 （显然 t < n + m）。

接下来，令H为通过 的所有相邻极点的平

面，并设 与所有相邻极点构成1个多面体P，若

不是 BLP的可行解，则由定理 2知，

都不是BLP的最优解，且  线性

无关（若 t < n + m，则把 扩充为 n+ m
维线性无关向量组）。

设 ， ，

则 ，

式中：e为分量全为 1的列向量。

由上述可知 ，故 ，也称H
为割平面。

由H生成的 2个半平面为 ，

，显然 。令

，

则可在 S1上讨论BLP的最优解。
通过以上讨论，现将割平面算法描述如下：

Step 0：令 S0 = S，置 k = 0。

Step 1：用单纯形法求解线性规划

   ，

得到 Sk上的 1个极点 和最优单纯形表。

Step 2：对给定的 xk，解线性问题

   ，

得到最优解 ，若 ，则停止迭代， 即为BLP
的最优解；否则转 Step 3。

Step 3：利用前面给出的方法求出 在 Sk中的

所有相邻极点 。

Step 4：构造方阵Q，并求出Q-1。

Step 5：令 ，

其中 e为分量全为 1的 n+m维列向量。置 k = k + 1，转

Step 1。
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4 算例

下面用 1 个例子来说明算法的执行过程。

解 1）令 ，

，置 S0 = S。

由Step 1解 ，得 ，则

可得该线性规划问题的最优表见表 1。

由Step 2解 ，得 ，则 。

由Step 3求 的相邻极点。由表 1可知 y3,y4
为非基

变量，取y3
为进基变量，用规则 ，

取得 y2
为出基变量，进行单纯行旋转运算，得到极点

(4,4) ；同理，取 y4
为进基变量，得到另一个极点(1,2)。

因此 的相邻极点为(4,4)和(1,2)，故有

2）由Step 1解 ，求得 =

(4,4)，由 Step 2解 ，得 = 4，则 ，

停止迭代，得到原问题的最优解 =(4,4)，最优值

F* = -12，结果与文献[12-13] 中一致。

5 结语

本文利用线性二层规划的全局最优解可在其约束

域的极点上达到这一性质，利用约束域顶点的相邻极

点产生割平面来求解上下层都带约束的线性二层规

划，并用数值实例验证了该方法的有效性和可行性。

但是对于下层解不唯一，约束域不是非空有界的线性

二层规划问题，情况又将如何处理，这是笔者下一步

将要进行的工作。
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表 1 最优表

Table 1 The optimal table

y
y2

x
y1

x
0
0
1
0

y
1
0
0
0

y2

0
0
0
1

y1

0
1
0
0

y3

1/2
7/4
-1/4
1/4

y4

1/2
1/4
1/4
3/4

b
6
7
3
6
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