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0 引言

  和 （其

中 i 为虚数单位， 为 x 3= 1 的根，并且有

1+ + 2=0）是抽象代数环论中的 2个重要环，常见于
各种抽象代数教材及论文中。文献[1]讨论了代数整数
环 Z[ ]的素元及剩余类环，并且证明了 Z[ ]为欧氏环，
从而是主理想整环，因此是唯一分解整环。 文献[2]讨
论了 Z[i]的模 n剩余类环 Zn[i]的素谱和零因子。本文讨
论代数整数环Z[ ]的模 n剩余类环Zn[ ]的零因子集合、
单位群、素谱以及 Zn[ ]/J的局部环直和分解。在不致
混淆的前提下，文中用a表示Zn

中的 ，a+b 代替 +
表示 Zn[ ]中的元素，为了书写方便，没有把 Zn[ ]中的
理想写成剩余类的形式（例如：I是 Z[ ]的理想，若

，仍用 I表示 Zn[ ]的理想 I+(n)）。此外，除非特

别说明，文中所指环均为有限含幺交换环。p 表示一
个素数， SpecR表示环的素谱，MaxR表示环的极大谱，
J表示环的 Jacbson根，即环的所有极大理想的交，用
(a)表示由 a生成的主理想，用D(R)表示环 R的零因子
集合， U(R)则是环R的单位乘群。

1 预备知识

  引理 1 关于 Zn[ ]有以下结论：

1）  ；

2）  ；

3）Zn[ ]为主理想环；

4）n≡ 2(mod3)且 n为素数 Zn[ ]为域。
证明 1）定义对应 ，对任意a+b ∈

Z[ ]，有
  f (a+b ) = + , a, b∈Z, , ∈Zn

，
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易知 f 为映射，且为满的环同态。又因为

，

一方面，由 知

 ；

另一方面，由 a+b ∈ker( f )知

f( a + b  )=  +  = 0。
而 ，且 ，故

，所以ker( f )=(n)。
由同态基本定理知 1）成立。

  2）定义对应 ，对任意 f(x)∈Zn[x]，
有 ，易知 为映射且为满的环同态。考察

的核：

，

在Zn[ ]中，若 为 f(x)的根，则 f(x)必含有因子x2+x+1或
其同余式，从而 的共轭复数 也是 f(x)的根，因此

  

，

故 。再由同态基本定理有：

  。

3）由文献[1]知Z[ ]为欧氏环，因而是主理想整环，
即 Z[ ]中的每一个理想都是主理想，从而 Zn[ ]的理想
都为主理想，所以 Zn[ ]为主理想环。
  4）由文献[1]的定理 1可知， 且 n为素
数 n为 Z[ ]的素元。若 且 n为素数，则 n
为Z[ ]的素元，故(n)为Z[ ]的非零素理想，从而是极大理
想，因此 为域，所以 且n为
素数  Zn[ ]为域。
  反之，若 Zn[ ]为域，则(n)为 Z[ ]的极大理想，从
而(n)为 Z[ ]的非零素理想，故 n为 Z[ ]的素元，因此
n≡ 2(mod3)且(n)为素数。所以 4）成立。

引理 2[3-4] 设 R为有限环，则

  1） ，且U(R)=R-D(R)；

  2）MaxR=SpecR。
  引理 3 设 p为素数， ，I=(p)是 R的 p生

成的主理想，则 。

证明 因为 ，

  

a,b仅可从 0,p,2p,…, pk
-2p, pk

-p中取值，从而 a,b各有

pk-1种取法，所以 。

  引理 4[5] 1） ；

2）设 是 n 的标准素分解式，则

。

  引理 5 [5] 设 ，则

  ，

又若 ，则

。

2 主要结果及证明

  定理 1 设 R=Zn[ ]，
1）当 n=3k时，R为局部环，其唯一的极大理想为

(1- )，且 ， ， ；

2）当 n=pk， 时，R为半局部环，R有 2
个极大理想( )和 ，且 为 p在 Z[ ]中的分解，

J(R)=(p)， 2p2k-1-p2k-2， p2k-2p2k-1+p2k-2，

；

  3）当 n=pk， 时，R为局部环，其唯一
的极大理想为(p)， ， p2k-p2k-2，

。

  证明 1）由文献[1]知 Z[ ]为欧氏环，从而是唯一
分解环。在复数域中，x2+x+1有因式分解：
  。

令 x=1得：
  

        (1+ )(1- )2=- 2(1- )2，

从而3k=(-1)k 2k(1- )2k。

  再由文献[1]知 为Z[ ]的单位，1- 为Z[ ]的素元，
因此(1- )为 Z[ ]的素理想，即极大理想。
  由于 Zn[ ]的素理想与 Z[ ]中包含(n)的素理想是一
一对应的，而由 3k=(-1)k 2k(1- )2k可知，Z[ ]中包含(n)
唯一的极大理想为(1- )，故(1- )为 的唯一极大

理想，因此 为局部环。由引理2知D(R)=(1- )，所
以 。

  以下证明 =32k-1。

  记集合 。

任取 ，则

。

因 ，故 ，即 。

反之， ，由 x+y≡ 0(mod3)知

，从而

，

故 。

  综上所述 A=(1- )。
  在 R中，若 x+y 满足 x+y≡ 0(mod3)，则在 Zn[ ]
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中，(x,y)的所有选择方法数为 32k种。当 n=3k时，

x+y≡ 0(mod3)的选取种数与 x+y≡ 1(mod3)及 x+y≡ 2
(mod3)的选取种数相等。因此 R中满足 x+y≡ 0(mod3)

的元素个数为 ，所以 ，

  。

  又因为

  ，

所以
3
。

  2） 由文献[1]知，当p≡1(mod3)时，p在Z[ ]中的
唯一素因子分解为 ，其中 与 都是 p的互素的
素因子。因此 p k 在 Z [ ]中的唯一素因子分解为

， 所以 Z[ ]中包含(p)的极大理想为m1=( )，
，故 R仅有 2个极大理想，从而为半局部环。

又m1, m2
极大，故必有m1+m2=R，即m1=( )， 在

Zn[ ]中是互素的。
  由 I1, I2

互素 [8]得：

  。

  由引理3可知 ，而作为群，有J<mi<R(i=1,
2)，所以 整除 整除 。因 p是一个素
数， 必为 p2k-1，则

  ，

。

  由引理 4 知 ，而 为域，且

，故 ，所以

。

  3） 当 k=1时，由引理 1的 4）可知，R为域，从而
是局部环。

  当 k >2时，由文献[1]知，p在 Z[ ]中不可约，故
(p)是Z[ ]中包含(n)的唯一极大理想，从而(p)是Zn[ ]的
唯一极大理想，因此 R 为局部环。
  由引理 3知
  。

从而 ，所以 R/J为 p2阶有限域。

又由引理1的4）知，当p≡2(mod3)时，Zp[ ]为p2阶

域，故 。

由文献[2]中定理 3的 2）有：

  定理 2 ，且 n的素分
解式为 。

  定理 3 设 R= ， ，pi≡ 1
(mod3)，qj≡ 2(mod3)，ki,lj >1，则
  1）当 k0=0时，

  ，

当 k0>1时，

；

2）当k0=0时， ，

  当k0>1时， ；

3）当k0=0时， ，

当k0>1时， ；

4）当 k0=0时，
，

    当 k0>1时，
。

  证明 1）当 k0=0时，n在 Z[ ]中的不可约分解为

，其中 。

由交换代数知识容易得到：

；

同理，当 k0>1时，有：

。

  2）由 1）直接观察可得。
  3）k0=0时，R为有限环，则
  SpecR=MaxR， 。

  由文献[8]知，若 I1,I2,…,In
两两互素，则

  。

再由文献[1]知：

，

其中 是极大理想，因而是两两

互素的。所以：

。

  当 k0>1时，证明与 k0=0相同。
  4）由中国剩余定理，定理 1及 1）可得 4），即 R
的局部环直和分解定理成立。

  定理 4 设 R=Zn[ ]， ，pi≡ 1
(mod3)，qj≡ 2(mod3)，ki, lj >1，则

1） 当k0=0时，

，

。

2） 当k0>1时，



第 4期 35

。

证明 1）当 k0=0时，由定理 2知：

，

再由引理 5知：
  

。

从而

。

2）的证明与 1）类似。
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