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二阶脉冲积分 -微分方程周期边值问题的极限解

赵育林，徐承杰

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412007）

摘 要：应用上下解方法和单调迭代技巧，给出了一类二阶混合型脉冲积分 - 微分方程周期边值问题存在

最大、最小解的充分条件。
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脉冲微分方程是近些年发展起来的微分方程的一

个重要分支，它来源于物理学、生物学和医学的一些

数学模型[1-3]。由于脉冲微分方程的结构有着深刻的物

理背景和现实的数学模型，脉冲微分方程的理论已经

引起了广泛的关注[1-6]。

1 问题的提出

考虑如下的二阶混合型脉冲积分 - 微分方程：

      
（1）

带边值条件：

，  。    （2）

设 ，  ，其中：

1 > 0, 2 > 0，从而条件（2）变为：
，  。

另一方面，如果

，  ，

那么条件（2）等价于：

 ，

 , 其中：  。

因此，要得到边值问题（1）~（2）的解的存在性
条件，只要考虑如下的二阶混合型脉冲积分 - 微分方

程周期边值问题：
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      （3）

其中：  ；  ；

，

和 是 u(t)在点 t = tk
处的左、右极限；

，

和 是 在点 t = tk
处的左、右极限；

，

， ，

 ；

 ，

  ；

0 = t0 < t1 < t2 < … < tm < tm+1 = T  ；
， ，…，  ；

 ；

 ；

 ；

 ；

1 > 0 , 2 > 0  ；
。

令 在 t≠ tk
处连续，在 t = tk

处

左连续，且 存在，  ；

， 在 t≠ tk
处连续，且

， 存在， 。

显 然 ， 在 范 数 下 ，

成为一个Banach空间，其中

。

如果 满足式（3），则
称其为边值问题的解。

定义 1 如果存在常数M > 0, L > 0, N > 0和Lk > 0,
L*

k > 0使

其中：

  

  

和

其中：

  

  

则函数 为边值问题（3）的
上下解。

2 几个引理

考查下面线性脉冲积分 -微分方程周期边值问题：

      
（4）
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其中：

M > 0, L > 0, N > 0 ；Lk > 0, L*
k > 0 ；

 ；  ；

 ； 1 > 0, 2 > 0 ；

。

引理 1  若 u E是问题（4）的解，则
是线性脉冲积分方程：

的解，其中：

其中：  ；  ；

 ；  ；  ；

。

引理2 设M > 0, L > 0, N > 0和Lk > 0, L*
k > 0是常

数，假定

H0） ，

 ；

其中：

            ；

 
。

则脉冲积分方程（5）在 中具有唯一解。

引理 3  （比较定理）设 u E满足：

           
（6）

其中：M > 0, L > 0, N > 0和Lk > 0, L*
k > 0是常数。

假定 

 ，                 （7）

则 。

证明 假设 不成立，则有 2种情形。

情形Ⅰ 存在 使 ，并且 。

由式（6）有  ；

  （k = 1,…, m） 。

故 在 J 上是不递减的。若 ，则

。 这样p(t)在J上是严格递减的，这

与 矛盾。因此，存在

使 。

若 ，则有以下 3种可能情形：

ⅰ）若 t*
1=0则 。由 有

，则 且 ，从而

。不妨设 （i = 0,1,…, m），

其中 ci
是常数。显然，存在 使  ；可以找

到一个 J l
使 。因此

，矛盾。

ⅱ）若 t*
1=T，则 。由 ，

有 ，则 且 ，从而

。余下证明与情形ⅰ）相同。

ⅲ）若 ，则 ，且

（5）
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 。由 在 J上不减，有：
。

从而 。余下证明与情形ⅰ）相同。

因此 。此时又有以下 3种可能情形：

i）若 t *
1=0，则 > 0。由 ，

得，存在 ，0 <

j < m，使 。

若 ，则 ，显然

同 > 0矛盾。

若  = tj+1
，由 和

有：

。

矛盾。

ii）若 t*
1= T，则 > 0。由 ，有

> 0。余下证明与情形 i）相同。

iii）若 ，则 ，故 >
0。余下证明与情形 i）相同。

情形Ⅱ 存在 使 。

令 ，则  > 0，且存在

使  或  以及

其中 。

不妨设  （当  时，证明类似）。

若 ，则  （k =1,…,
m），这样 p(t)在 J上是严格减的，但

，矛盾。故存在 使

。

令 ，由中值定理有：

由此可知：

            （8）

类似式（8），有：

设 t* Jj
对某个 j，若 t** < t*，则 j > i，从而：

故

。

这与 矛盾。

若 t** > t*则 j < i。同样由中值定理得：

由以上 2个不等式、边值条件（2）以及（5），有：

这与 矛盾。

对 t* > t**
的情形，与上面的证明类似。引理3证毕。

引理 4 假设 u  E满足
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 （9）

其中 ：M > 0, L > 0, N > 0, Lk > 0, L*
k > 0, 1 > 0, 2 > 0 且满

足式（7）。则 p(t) < 0, t  J。

3 主要结果

当 ，则记
0 < 0

。令

。

定理 1  若H0），式（7）和以下条件成立

H1）函数 0
和

0
分别是问题（3）的上下解。

H2） 满足：

  

  ，

，

，

。

H3） 满足：

，

 。

其中： 。

则存在单调序列 ，它们分别在 J上

一致收敛于周期边值问题（3）在 中的最小解和

最大解。

证明 任给 ，令

 。

根据引理 2和式（4），周期边值问题（3）有唯一
解 u  E。

令 ，则A是映 入 ，并具

有如下性质：

a） 0 < A 0 , A 0 < 0 ；

b）A 1 < A 2
，对任意

0 < 1 < 2 < 0
。

先证 a）。
记 p = 0 - 1 ，其中 1 = A 0

。则

其中：

  

根据引理 3和引理 4，有 p(t) < 0，从而 0 < A 0 
。

类似地，有 A 0 < 0
。

再证 b）。
设 p(t) = u1-u2

，其中 u1=A 1
，u2=A 2

，对
0 < 1 <

2 < 0
，由 H1）,H2）有

容易证明：

， ，k =1,…, m ；

赵育林，徐承杰 二阶脉冲积分-微分方程周期边值问题的极限解

（下转第 101页）


