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混合加权集成算子及其在决策中的应用

汪新凡

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：对数据信息混合加权集成算子进行了研究。基于混合加权平均（HWA）算子和组合加权几何平均
（CWGA）算子提出了 2种新的混合加权集成算子，即混合有序加权平均（HOWA）算子和混合有序加权几何
（HOWG）算子；基于广义有序加权平均（GOWA）算子，又提出了 2种新的混合加权集成算子即广义混合加权
平均（GHWA）算子和广义混合加权几何（GHWG）算子；证明了HWA算子和HOWG算子是GHWA算子的特
例，CWGA算子和HOWA算子是GHWG算子的特例。最后，通过实例说明了混合加权集成算子在多属性决策
中的应用。
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Abstract：Argument information hybrid weighted aggregation operators are investigated. On the basis of the hybrid
weighted averaging (HWA) operator and the combined weighted geometric averaging (CWGA) operator, two new hybrid
weighted aggregation operators such as the hybrid ordered weighted averaging (HOWA) operator and the hybrid ordered
weighted geometric (HOWG) operator are proposed. Based on the generalized ordered weighted averaging (GOWA), the other
two new hybrid weighted aggregation operators such as the generalized hybrid weighted averaging (GHWA) operator and the
generalized hybrid weighted geometric (GHWG) operator are developed. The HWA operator and the HOWG operator are
proved to be the special cases of the GHWA operator, the CWGA operator and the HOWA operator. Finally, a practical example
is provided to illustrate the application of hybrid weighted aggregation operators to multiple attribute decision making.
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0 引言

数据信息集成算子[ 1]是现代决策科学、信息科学

和系统科学的一个重要研究内容，已广泛应用于不确

定决策、模糊逻辑、人工智能、模式识别、数据挖掘、

专家系统、市场研究、数学规划、图像压缩等诸多领

域[2-5]。加权算术平均（weighted arithmetic averaging,
WAA）算子[6]、加权几何平均（weighted geometric

averaging, WGA）算子[7]、有序加权平均（ordered
weighted averaging, OWA）算子[8]和有序加权几何平均

（ordered weighted geometric averaging, OWG）算子[9-10]

是最基本的几种数据信息集成算子。从加权的角度考
虑，基本的集成算子可分为 2类：一类根据每个数据
自身的重要性程度加权（如WAA算子和WGA算子），
另一类根据每个数据所在位置的重要性程度加权（如

OWA算子和OWG算子）；从运算的角度考虑，基本的
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集成算子也可分为 2类[11-12]：一类是“和性”的算子

（如WAA算子和OWA算子），另一类是“积性”的算
子（如WGA算子和OWG算子）。基本的集成算子在
运算方面的这种特性使 2类算子在数据信息集成过程
中的侧重点不同。“和性”算子突出了系统的功能性，

即偏重于强调整体数据的影响，允许各数据信息之间

有较强的互补性，具有“一俊遮百丑”的特点；而“积

性”算子则突出了系统的均衡性，即强调各数据信息

之间的协调，突出单个数据的作用，不允许出现“短

板”现象，具有“一丑遮百俊”的特点，是“木桶原

理”的集中体现。同样，在群决策过程中，“和性”算

子强调专家群体的作用；而“积性”算子则突出单个

专家的作用，如采用“一票否决制”[13]。

由于基本信息集成算子各有片面性，故有研究将

其进行组合提出了混合加权集成算子。文献[11]提出
了 1种兼顾“功能性”和“均衡性”的混合加权集成
算子，但该算子没有考虑位置加权问题，且“功能性”

评价和“均衡性”评价的属性权重不好确定；文献[1,
14]提出了 2种既考虑了数据自身的重要性，又考虑了
其所在位置重要性的混合加权集成算子，即组合加权

算术平均（combined weighted arithmetic averaging,
CWAA）算子[1,14]（文献[1]称为混合加权平均（hybrid
weighted averaging, HWA）算子，本文统称为HWA算
子）和组合加权几何平均（combined weighted geomet-
ric averaging, CWGA）算子[14]。虽然HWA算子和CWGA
算子既考虑了每个数据自身的重要性程度，又考虑了

每个数据所在位置的重要性程度，但HWA算子仍是
“和性”算子，只考虑了系统的“功能性”而忽略了系

统的“均衡性”，CWGA算子仍是“积性”算子，只考
虑了系统的“均衡性”而忽略了系统的“功能性”。事

实上，系统的运行状况本身就包含了“功能性”和“均

衡性”这两方面的特征。一般来说，在实际的决策过

程中，不应该将这二者分开。如果将这二者兼顾起来

对各备选方案进行排序和择优，将会得到更加贴近实

际情况且更容易被人们所接受的排序或择优的结果。

因此，如何构建同时兼顾系统“功能性”和“均衡性”

的混合加权集成算子，将是一个很有新意的课题。本

文首先在HWA算子和CWGA算子的基础上，构造出

2 种新的混合加权集成算子，即混合有序加权平均
（hybrid ordered weighted averaging ，HOWA）算子和混
合有序加权几何（hybrid ordered weighted geometric，

HOWG）算子。这2种算子与HWA算子和CWGA算子
相比具有如下突出特点：不仅考虑了每个数据自身的

重要性程度和每个数据所在位置的重要性程度，而且

同时兼顾了系统的“功能性”和“均衡性”；然后基于

广义有序加权平均（generalized ordered weighted
averaging，GOWA）算子[15]，又提出 2种新的混合加权

集成算子，即广义混合加权平均（generalized hybrid
weighted averaging，GHWA）算子和广义混合加权几何
（generalized hybrid weighted geometric，GHWG）算子，
并研究了这些算子相互之间的关系。最后，通过实例

说明了混合加权集成算子在多属性决策中的应用。

1 混合加权集成算子的构造

1.1 HOWA 算子和HOWG算子
2001年，郭亚军教授[11]考虑到WAA算子和WGA

算子在运算方面的片面性，提出了一种兼顾“功能性”

和“均衡性”的混合加权集成算子，即

，                 （1）

式中： 为已知的比例系数，分

别表示“功能性”评价和“均衡性”评价在综合评价

结果中所占比重；

分别表示“功能性”评价和“均衡性”评价

中的属性权重。

显然，该算子没有考虑属性的位置权重，而且“功

能性”评价和“均衡性”评价的比例系数 也难以

确定。

2002年，徐泽水教授考虑到WAA算子、WGA算
子、OWA算子和OWG算子在加权方面所具有的片面
性，提出了一种组合加权算术平均（HWA）算子[1,14]

和一种组合加权几何平均（CWGA）算子[14]。

定义 1[1,14] 设HWA：Rn→R，若

，                               （2）

式中： 为与对应函数相关联的加权

向量，  ；

c j
是一组加权数据 中第 j个

最大的元素，这里 是数据组

的加权向量， 

 ；

n是平衡因子。
则称函数HWA是混合加权平均算子，简称为HWA算

子。若 ，则HWA算子退化为WAA

算子；若 ，则 HWA 算子退化为

OWA算子。
定义 2[14] 设CWGA：R+n→R+，若

CWGA ，                            （3）

式中： 是一组加权数据 中第 j个最
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大的元素；

ω,w,n含义与式（2）中相同。
则称函数 CWGA是组合加权几何平均算子，简称为

CWGA算子。若 ，则CWGA算子退

化为WGA算子；若 ，则CWGA算
子退化为OWG算子。
基于HWA算子和CWGA算子，以下构造 2种新

的混合加权集成算子，即HOWA算子和HOWG算子。
定义 3 设HOWA：R+n→R+，若

HOWA ，                          （4）

式中：dj
是一组加权数据 中第 j个最

大的元素；

ω,w,n含义与式（2）中相同。
则称函数HOWA是混合有序加权平均算子，简称为

HOWA算子。若 ，则HOWA算子
退化为OWA算子。
定义 4 设HOWG：R+n→R+，若

HOWG ，                            （5）

式中： 是一组加权数据 中第 j个
最大的元素；

,w,n含义与式（2）中相同。
则称函数HOWG是混合有序加权几何算子，简称为

HOWG算子。若 ，则HOWG算子退
化为OWG算子。
从定义 3和 4可知，HOWA算子和HOWG算子具

有比HWA算子和CWGA算子更丰富的特点：不仅考
虑了每个数据自身的重要性程度和每个数据所在位置

的重要性程度，且同时兼顾了系统的“功能性”和“均

衡性”。

1.2 GHWA 算子和GHWG 算子
2004年，Yager教授提出了一种广义有序加权平均

（GOWA）算子[15] ：

定义 5[15] 设GOWA：Rn→R，若

GOWA ，                        （6）

式中： ,n含义与式（2）中相同；
为参数，且满足  ；

hj
是 中第 j个最大的元素。

则称函数GOWA是广义有序加权平均算子，简称为

GOWA算子。若 ，则GOWA算子
退化为广义算术平均（generalized mean，GM）算子[16]，

即 。                                 （7）

基于GOWA算子和GM算子，以下定义广义加权
算术平均（generalized weighted arithmetic averaging，
GWAA）算子。
定义 6 设GWAA：Rn→R，若

，                   （8）

式中：w,n含义与式（2）中相同；

为参数且满足 。

则称函数GWAA是广义加权算术平均算子，简称为
GWAA算子。
显然，GWAA算子和GOWA算子都是“和性”的，

但是GWAA算子只考虑了每个数据自身的重要性程
度，GOWA算子只考虑了每个数据所在位置的重要性
程度，各有片面性。故基于GWAA算子和GOWA算
子，以下定义 2 种新的混合加权集成算子。
定义 7 设GHWA：Rn→R，若

，                （9）

式中： ,w,n含义与式（2）中相同；

为参数且满足 ；

gj是 中第 j个最大的元素。
则称函数GHWA是广义混合加权平均算子，简称为
GHWA算子。
定理 1 1）当 =1时，HWA算子是GHWA算子的

特例，即

                    （10）

2）当 → 0 时，HOWG算子是GHWA算子的特
例，即

                     （11）

证明 1）是显然的，这里只证明 2）。由于

，

且 gj
是 中第 j个最大的元素，故

有 → 0时
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定理 2 GOWA算子是GHWA算子的特例。

证明 令 ，则nwiai=ai
（i∈N），

故

即证明了GOWA算子是GHWA算子的特例。
定义 8 设GHWG：Rn→R，若

，                      （12）

式中： ,w,n含义与式（2）中相同；
为参数且满足  ；

是 中第 j个最大的元素。
则称函数GHWG是广义混合加权几何算子，简称为
GHWG算子。
从定义8可知， GHWG算子既考虑了每个数据自身

的重要性程度和每个数据所在位置的重要性程度，又

同时兼顾了系统的“功能性”和“均衡性”。

定理 3 1）当 =1时，HOWA算子是GHWG算子
的特例，即

                     （13）

2）当 → 0 时，CWGA算子是GHWG算子的特
例，即

                       （14）

证明 1）是显然的，这里也只证明 2）。类似于定
理 1，有

    
，

且 是加权数据组 中第 j 个最大的
元素，故有 → 0时，

定理 4 GOWA算子是GHWG算子的特例。

证明 令 ，则 （i∈N），

故有

。

由定理1~4可知，HWA算子和HOWG算子是GHWA

算子的特例，CWGA算子和HOWA算子是GHWG算子
的特例。

2 实例分析

通常，一些大学采用教学、科研和服务这 3 个属
性（分别记为I1,I2,I3

）作为评估指标[17]，属性权重向量

为w=(0.360 8, 0.309 1, 0.330 1)T。设有5个学院（记为A1,

A2,A3,A4,A5
）将被评估，规范化后的决策矩阵

见表 1。试对 5个学院进行评估。

对每个 i(i=1,2,…,5)，先计算3wjrij
和 ，

并按从大到小排序；然后由基于正态分布的赋权法[18]

确定位置权重为  =(0.242 9, 0.514 2, 0.242 9)T ；最后分别

应用HWA、HOWG、CWGA和HOWA算子对数据信
息进行集成得到综合属性值，并对 5个学院进行排序，
所得结果见表 2。

从表 2 可见，由于各混合加权集成算子的特点不
同，故所得排序结果并不完全一样，但最佳学院均为

A2
。实际决策中，决策者可根据具体情况及决策者的

侧重点选择集成算子。

3 结语

现有混合加权集成算子即HWA算子和CWGA算
子虽然考虑了每个数据自身的重要性程度和每个数据

所在位置的重要性程度，但是，HWA算子是“和性”
算子，只考虑了系统的“功能性”而忽略了系统的“均

衡性”；CWGA算子是“积性”算子，只考虑了系统的
“均衡性”而忽略了系统的“功能性”。基于HWA算
子和CWGA算子，本文构造出 2种新的混合加权集成
算子，即HOWA算子和HOWG算子，这 2种算子不仅

表 1 规范化决策矩阵

Table 1 Standardized decision matrix

评估指标属性值

A1

A2

A3

A4

A5

I1

0.214 8
0.206 6
0.195 5
0.181 3
0.175 9

I2

0.166 8
0.220 1
0.162 8
0.195 5
0.193 1

I3

0.184 0
0.182 1
0.221 1
0.185 5
0.201 3

备选

方案

表 2 计算结果

Table 2 Computing results

备选方案综合属性值
算子

HWA
HOWG
CWGA
HOWA

A1

0.187 7
0.185 8
0.188 9
0.188 9

A2

0.203 1
0.202 5
0.197 3
0.198 9

A3

0.198 7
0.196 6
0.190 6
0.191 6

排序结果

A2
＞A3
＞ A5
＞ A1
＞ A4

A2
＞A3
＞A5
＞A4
＞ A1

A2
＞A5
＞A3
＞ A1
＞A4

A2
＞A5
＞A3
＞ A1
＞A4

A4

0.186 2
0.186 1
0.187 4
0.188 7

A5

0.189 8
0.189 7
0.193 3
0.195 0
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考虑了每个数据自身的重要性程度和每个数据所在位

置的重要性程度，而且同时兼顾了系统的“功能性”和

“均衡性”；基于GWAA算子和GOWA算子，本文还
提出了 2种新的广义混合加权集成算子，即GHWA算
子和GHWG算子，并证明了HWA算子和HOWG算子
是GHWA算子的特例，CWGA算子和HOWA算子是
GHWG算子的特例。最后，将这些算子应用于决策领
域，从而不仅丰富了算子理论，且为促进其实际应用

进行了有益尝试。有关这些算子在不确定环境下的拓

展及其在模式识别、人工智能、数据挖掘和模糊逻辑

等其它领域中的应用还有待进一步研究和探索。
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