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符号动力学系统中的相关结论与证明

段晓君，张增辉

（国防科学技术大学 理学院，湖南 长沙 410073）

摘 要：在介绍了符号动力学系统定义的基础上，利用级数和实变函数理论，证明了符号动力学系统中与

移位映射相关的距离、周期点稠密性等性质的相关结论。
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The Proofs and Conclusions in Symbolic Dynamic Systems
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Abstract：Based on the definition of symbolic dynamic system，applies series and real variable theory to prove the
related conclusions in symbolic dynamic system，such as properties of the distance of replacement mapping and the dense-
ness of periodic points.
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1 符号动力学系统及定义 [ 1 ]

通过无穷符号序列来刻画动力系统轨道结构的方

法，及与之有关的理论，称为符号动力学。

考虑N个符号的集合，如N个数字的集合
。对该集合赋予离散拓扑（即 S(N)的每

个子集都是开集），成为一个拓扑空间。再将其离散

化： ，定义距离

可数个这样的空间 的笛卡尔积为：

或 ，

称其为符号空间。其元素分别为双边符号序列

或单边符号序列 。

这个符号空间中，由 0和 1 组成的无穷序列集合

称为关于 0和 1两个符号

的序列空间。定义其中的距离 ，其中，

s=(s0s1s2
…)，t=(t0t1t2

…)。因为 的值为 0或 1，该

无穷级数被几何级数 所控制，因此它是收敛

的。而 在该距离定义之下

变为距离空间。

移位映射 ，即由(s1s2s3
…)= (s0s1s2

…)
给出。移位映射简单“忘掉”序列的第一项，把其它

元素左移 1位。显然移位映射 是 上的一一映射。

n周期点定义为重复的序列 s=(s0s1s2
…sn-1s0s1s2

…

sn-1s0s1s2
…sn-1

…)。
有些序列经过有限次移位映射后变成重复序列，

这样的最终重复序列称为最终周期点。
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2 相关结论及证明

结论 1 设 s=(s0s1s2
…) ，t=(t0t1t2

…) ，且

假设 s i = t i
，对于 ，有 。反过来，如果

，则 si=ti
，对于 。

证明 假设 s i=t i
，对于 ，则有

。

相反，若 ，由于 ，且反

若存在 ，使得 ，则有

，

与 矛盾。故必有 si=t i
（对于 ）。

证毕。

结论 2 周期点构成序列空间 上的稠密子集。

证明 对 上的任意一个序列 s = ( s 0s 1s 2
…)，

，存在正整数m，使得 。取m+1周期点 ，

则 =(s0s1s2
…sms0s1s2

…sms0s1s2
…sm
…)，

其中 的前m+1个元素与序列 s的前m+1个元素相同。

因此，由命题 1的结论，可得 ，

这说明周期点构成 上的稠密子集。

证毕。

结论 3 序列空间 的势为 ，而 中周期点

和最终周期序列的势为
0
。

证明 1 考虑序列空间 到[0,1]上的二进制数的
映射 f：f(s)=0.s0s1s2

…，其中 。容易得

知 f为一一映射。

由于[0,1]上所有实数的势为 [2]，故序列空间

的势也为 。

另外，由于 中周期点和最终周期序列对应着

[0,1]上的有理数（有理数的小数形式为纯循环小数及

混合循环小数），有理数的势为
0

[2]，故 中周期点

和最终周期序列的势也为
0
。

证明 2 对于序列空间 中的序列，每个元素只

能取 0或 1。由排列原理可知， 共有 个元素。由

于 = ，故 的势为 。

对于 中周期点和最终周期序列，由排列原理

可知，其中共有
0
个元素，故 中周期点和最终周

期序列的势为
0
。

证毕。

3 结语

符号动力学是研究实际系统定性性质的一种工具[3]。

符号动力学系统中的移位映射是一个特殊映射，研究

其性质对分析离散系统的动力学特性非常重要[4 ]。本

文所探讨的这几个结论对于分析离散系统的动力学特

性是非常有意义的。如在离散混沌中，Logistic方程实
际上就是一个移位映射确定的模型[1,5]。研究其对应的

距离特性和周期点的稠密性质等动力学性质可直接得

知原系统轨道结构的性质。
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