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一类变系数模型局部最小二乘估计的重对数律

张荣强，余 波，董 宁

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：考虑一类变系数模型，保持第 p项系数函数不动而对前 p-1项系数函数在 t0
点展开, 得到了部分线

性模型的近似形式。基于半参数回归模型的方法，建立了局部最小二乘估计量，在一定合适的条件下讨论了估

计量收敛到真实参数速度的重对数律。
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The Laws of Iterated Logarithm of Local Least Square Estimators
in A Class of Varing-Cofficient Model
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Abstract：Considers a class of varing-coefficient model. By keeping the p-th function coefficient remained，expands
first p-1 function coefficients at t0 and obtains the approximate form of the partly linear model. Based on the method of semi-
parametric regression model, establishes the local least square estimators. Then discusses the laws of iterated logarithm of the
proposed estimators under some conditions.
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0 引言

考虑一类变系数模型

，            （1）
式中：i≤ n； 和 为回归变量； 为响应变量；

是独立同分布的随机变量，且满足 Ee i=0，Ee i
2=1，

； 是未知的具有有界二

阶导数的函数。

该模型由Cleveland等针对高维数据的“维数祸根”
问题提出，既部分继承了非参数回归的稳定性特点，

又保留了经典线性模型直观、容易解释的特点。在现

代数理统计中高维数据处理方面得到了广泛应用。

近年来，许多学者对模型（1）中系数函数的估计
提出了不同的方法，如核函数[ 1]、多项式样条函数[ 2 ]

等。J. Q. Fan等[3]利用局部最小二乘标准的 2步估计量

来估计系数函数，得到了 2步估计的渐近均方误差和
最优收敛律[2]。但在模型（1）中，如果对每个系数函
数展开，则忽略了模型本身的特点，必然导致原有模

型的一些信息损失。因为第 p个系数函数是 1个与解
释变量无关的函数，受部分线性模型中最小二乘估计

量的启发，可以想象用已得到的数据暂时不必估计第

p个系数函数，即先把它当作是已知的，并保留第 p个
分量的函数，仅对前 p-1个函数系数展开，利用局部

最小二乘方法得到前 p-1个函数的估计量 ，再代

回原模型中求得第 p个函数的估计 。这样，在估

计前就减少了原来模型的损失，使得模型最大限度地

保留了原有具体信息量，从而得到的估计量具有更优

良的性质。

在本文中，假设系数函数足够光滑（至少二阶可

导），对前 p-1个系数函数运用局部最小二乘的标准，
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对所给的点 t0
局部近似函数

，       （2）

于是有： ，                             （3）
式（3）中： ；

 ；

表示Kronecker积。
如前述，为了减少原模型的信息损失，由式（3），

要求 ，即可得 表达式为：

。                           （4）

式（4）中： 是权函数，因此由模型式

（3）产生的最小二乘问题通过最小化

，

可得： ，                              （5）

其中 。

1 预备知识

为得到本文的主要结果，给出如下假设，并且这

些假设对于非参数回归是合理的[4-5]。

假设 A1 存在连续函数 满足

，ti
是定义于[0,1]上的设计点列，

设 ，假定 ，

且对m=1,…,2p-2和所有(1,…,n)的排列 都有

，其中 ，

，且 是一正定矩阵。

假设 A2 ，hj
是一阶 Lipschits连续函数。

假设 A3 正权函数 满足下列条件：

， ，

，

， 。

这里 c n
，d n

满足 ， ，

。

假设 A4 二阶导数 且

，其中 。

引理 1 [6] 设 V1,…,Vn
为独立同分布的随机变量，

EVi=0且方差有限，并满足

是一实序列，满足 ， 式中0<p1<1，

且 ， 其中 ，则有：

，其中 。

引理 2[6] 若假设 A1~A3
成立，则对 j=0,…, p-1有

，其中

， ，l=0, …, p-1。
引理 3 [6] 设 是零均值随机变量，若存在常数

使得 且 ，

则有 ，其中

。

给定假设条件下，由引理 1~3可知：当 n充分大

时， 收敛到一正定矩阵，因此是可逆的。把

估计量式（5）代入式（4）中，得到 的估计量

。这样，模型（1）中

的所有系数函数都能估计出来。文中得到的局部估计

量 ，以确切的(2(loglogn)/n)1/2阶的速度收敛到真

实值的重对数律。

2 重对数率及证明

定理1 在条件A1~A4
下，若 ，且cn=n-1/3logn，

则有： ，

这里 和 分别为 和 的第 j 个分量，
为 的第 j列。

证明 首先给出估计量与真实值之差的分解：

，  （6）

其中 ， ，

， ，

。

下面证明H1
和H3

几乎处处收敛到零。

考虑H1
的第 j个分量，因为

，

所以对于上式右边各项，由引理 2 可知：
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，

且由假设 A2
可知：

。

同时由假设 A3
可知：

，

因此有： 。                             （7）

考虑 ，由条件 A3
、A4

得 第 元：

。

因此由Cauthy-Schwartz不等式有：

。

                                                                                        （8）
接下来考虑 ，可分解为：

。（9）

而由引理 1中的公式和引理 2易得：

由 Cauthy-Schwartz不等式，上式第一项具有阶
；引理1中取 r=2，1/4<p1<1/3，p2=1-p1

，则第二

项为 。此外，由假设 A3
和引理 1中公

式知，第三项为 ， 从而 。

因此，由式(6)～(9)知定理成立只须用引理 3表明：

，

                                  （10）
这样只需验证引理 3的条件，为此对式（10）分子作
分解，记A-1中的第( j,k )元为 ajk，则有

。                                                        （11）

由引理 2知

，

因此，在引理1中可取 r =2，5/6<p1<1，p2=1-p1
，则有：

。                                （12）

由假设 A3
得： ，

同样，在引理 1中取 r =2，p1=3/4，p2=1/4可得

。                             （13）

令 ，由假设 A5
及定理条件有：

。

同时可验证

。

从而由引理 3有：

。（14）

由 的收敛性知式（14）相当于

。                     （15）

由式（11）~（15）表明，式（10）成立，定理得证。
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