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Sylvester方程AXB+CXD=E的共轭梯度法

董 宁，余 波

（湖南工业大学 理学院，湖南 株洲 412008）

摘 要：对 Sylvester方程 AXB+CXD=E提出了一种共轭梯度算法及 2种预处理算法，讨论了算法的性质。
数值试验表明，共轭梯度法适合解决大规模问题，预处理方法能有效地减少迭代次数。
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A Conjugate Gradient Method for Sylvester-Type Equation AXB+CXD=E

Dong Ning，Yu Bo
（School of Science，Hunan University of Technology，Zhuzhou Hunan 412008，China）

Abstract：Proposes a conjugate gradient method and two preconditioned methods for solving Sylvester-type equation
AXB+CXD=E and discusses the properties of the algorithms. The numerical experiments show that the proposed conjugate
gradient method is efficient to solve large scale problems and the preconditioned methods can reduce the number of iterations
effectively.
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0 引言

考虑 Sylvester型方程：

AXB+CXD = E ，                                                                  （1）
其中：A，B，C，D 和E是 n× n实矩阵；X是待求的
n× n实矩阵。方程（1）解的存在性研究见文献[1]。
最近，文献[2 ]对方程 AX B= C 提出了共轭梯度

（CG）形式的算法，这种算法保证了在不同的迭代步
中方程的残差是正交的，从而能在有限的迭代中获得

方程的最小二乘解。文献[3]进一步讨论了文献[2]中方
法的收敛率与矩阵 A和 B 的最大（小）奇异值有关。
对另一 Sylvester型方程AXB+CXTD=E，文献[4]提出了
最速下降型的算法并讨论了算法的收敛性质。笔者对

方程（1）提出一种共轭梯度形算法。类似于文献[2]，
在不同的迭代步中，由这种算法获得的残差相互正

交，因此算法是适定的（well-defined），并且适合于解
决大规模的问题。正如通常的共轭梯度形式算法一

样， 这种算法通常需要较多的迭代次数， 因此我们给
出了 2种预处理算法来有效地减少原算法的迭代次数。
Matlab中数值试验验证了上述的结论。
在本文中，记In

为n×n的单位矩阵，记 和

分别为 n × n 矩阵 A 的 F r ob e n i ou s 范数和迹，记

， 其中ai
为矩阵A的第 i列。

为矩阵A和B的Kronecker积。若 ，则称矩

阵A和B正交。对于 n维实向量 c， 表示其欧氏范数。

1 算法及性质

考虑到方程（1）可能没有解，转而求方程的最小
二乘解。即考虑如下问题：
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问题 1 给定矩阵 A，B，C，D 和 。记

。求最小二乘解 ，

使得

。

利用矩阵迹的性质 ，求

解方程（1）等价于找最小二乘解 ，使得

，                                      （2）

其中： ， ，  。

问题（2）的正规方程（normal equation）为
GTGx=GTe，                                                                        （3）

由最小二乘理论[5]知，正规方程（3）能改写成如下矩
阵方程形式：

ATQBT+CTQDT=0，                                                            （4）
其中Q=E-AXB-CXD。基于上述方程（4），给出如下
共轭梯度算法来解方程（1）。
算法 1 （CG算法）
Step0 给定初始矩阵 ， 记
Q0=E-AX0B-CX0D，
R0=ATQ0B

T+CTQ0D
T，P0=R0

，k∶=0。
Step1 如果Rk

≠ 0，则

 
，

Xk+1=Xk+akPk
，

Qk+1=E-AXk+1B-CXk+1D
   ，

，

，

k∶=k+1。
下面的引理给出了算法 1中 R i

，P i
的一些性质。

引理 1 设矩阵Ri
，Pi
（i, j=0,1,2,…,k）由算法1产

生，则对于所有的 i≠ j有

，                                                                   （5）

。                  （6）

证明 用归纳法证明。对于 j=1，由 ，
1
，R0

的

定义有

，

 。
因此式（5）和式（6）对 j=1成立。
现假设对所有 和 i＜s有 和

成立，将证明式

（5）和式（6）对所有 i ，j ，i≠ j成立。由算法
1的 Step0有

，

并且

，

再由算法 1 Step1中的Ri+1
的定义有

最后按 j=1时类似的方法可以得到

。

证毕。

引理 1的式（5）说明算法 1中的 k
和

k
的选取保

证了方程（4）残差的正交性，式（6）则说明算法 1产
生的方向矩阵是相互共轭的。因此算法 1将最多迭代

n2+1步终止到式（4）的解，从而是适定的。同时由式
（5）可以得到 k

和
k+1
的较简洁的表达式：

 
，                                                （7）

 
。                                                                    （8）

事实上， 由式（5）和 k
的定义可以直接得到式（7）。

另外由 Rk+1
的定义有：

因此
k+1
的分母可以改写成
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，

于是由式（5）和式（7）可以得到式（8）。
下面的定理给出了算法 1的收敛性， 由于它和向

量形式的共轭梯度算法收敛性一致（见文献[6]），故略
去证明。

定理 1 设X*是方程（4）的解。 则由算法 1产生
的矩阵序列 满足

 ，

其中M=GTG， ， 为M的条件数。

我们可以进一步讨论条件数 和系数矩阵之间的

关系。

推论 1 若A，B，C和D是对称半正定， 则

，

其中 为矩阵 A的最大（小）奇异值。
证明 因为A，B，C，D对称半正定， 由Weyl定

理[7]，不等式 和  得

，

其中 和
1
分别表示矩阵的特征值和最大特征值。同

理利用不等式 [7]和Weyl定理，有

 

其中
n
表示矩阵的最小特征值。证毕。

3 预处理算法

上一节的算法 1能有效地解决大规模的 Sylvester
方程，但是通常迭代次数较多。从定理 2中可以看出
有效地降低矩阵M 的条件数可以提高算法的收敛速
度。类似于文献[6]，下面给出 2种预处理CG算法来降
低M 的条件数。
算法 2（预处理 CG算法）
Step0 给定初始矩阵X0

∈Rn× n，设Q0
和R0

同算

法 1，选择 1 个对称正定的预处理矩阵 ，记

，P0=Z0
，k∶=0。

Step1 如果Rk
≠ 0，则

 
，

 ，

   ，

，

算法 2 中选取不同的预处理矩阵可以得到不同的
预处理算法。 本文考虑对角预处理方法（DIAGCG）和

SSOR预处理方法（SSORCG），即分别取
K=D0

，

，

其中D0
为定理 2中矩阵M的对角元，L为矩阵M的严

格下三角部分， 为实常数。这 2种预处理方法各有优
点，对角预处理能较 SSOR预处理节省计算时间，但
并不能明显地降低条件数。而 SSOR可以较明显地降
低条件数，但不适合较大规模的数值问题。

4 数值试验

对本文提出的算法 1和 2种预处理算法，与现有的
广义Schur算法（GSD）[8]和迭代方法算法（IMWCW）[4]

在MATLAB中作比较。设初始迭代矩阵X0=0。当迭代
超过 4× 104次或 时，终止算法。

第一个数值实例来自文献[9]，设问题 1的系数矩
阵为：

A=diag (1,…,n)+Un，

B=C=In+0.5Un，

D=0.5In-  diag (n,…,1)+Un，

其中Un为元素为 1的严格下三角矩阵。设X *为元素全

为 1的矩阵，选取E为使AX *B+CX *D=E成立的矩阵。
图1给出了算法1（CG）和2种预处理算法（DIAG， SSOR）
以及算法 IMWCW[4]对问题维数与迭代次数的关系。

从图 1中可以看出算法 IMWCW较算法 1的迭代
次数多，而 2种预处理方法，特别是 SSOR预处理能够
有效地降低原算法 1的迭代次数。进一步对算法 1和
算法 IMWCW作比较，表 1 列出了 2种算法关于运算
时间 t和迭代次数 n的比较。 “--”代表迭代次数超过
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40 000次。

从表 1中可以看出算法 1要优于算法 IMWCW。
为了说明算法 1对较大规模问题计算较广义 Schur

算法的优越性，考虑来自用Newton法解二次矩阵方程
的子问题数值实例[8]。这时问题 1的系数矩阵为

A=D=In，

，

C=B+R，E=-B2-RB-T，
其中R=tridiag(-10，30，-10)，T=tridiag(-5，15，-5)。图
2给出了 2种算法解问题 1的维数和运算时间的关系。
从中可以看出 CG算法在解二次矩阵方程子问题时要
优于广义 Schur算法。
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图 1 不同算法的迭代次数比较

     Fig. 1 Comparison of the number of iterations
     between different Algs

表 1 算法 1和算法 IMWCW的比较
Table1 Comparison between Alg. 1 and Alg. IMWCW

图 2 不同算法的运算时间比较

Fig. 2 Comparison on the CPU time
between different Algs
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问题维数

/维
算法 1 算法 IMWCW

n/次 t /s n/次 t /s

2 8
2 9
3 0
3 1
3 2
3 3
3 4
3 5
3 6
3 7

4 312
5 099
5 267
5 979
6 586
7 894
7 612
8 682
8 659
8 700

3.359
4.859
4.953
6.562
5.703
8.734
8.406

12.437
10.606
12.281

21 454
19 870
28 729
29 359
30 102
30 568
28 092
33 059
------
------

18.984
22.125
21.265
27.390
19.953
29.203
25.281
40.765
------
------


