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含参数的Hardy-Hilbert型积分不等式的加强

刘如艳，贺乐平

（吉首大学 数学与计算机科学学院，湖南 吉首 416000）

摘 要：利用改进了的H lder不等式对带参数的Hardy-Hilbert型积分不等式作了进一步的改进，建立了一
些新的不等式。
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On Reinforcement of Hardy-Hilbert’s Integral Inequality with Parameters
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Abstract：Some advancement of Hardy-Hilbert’s integral inequality are obtained by means of improved of H lder’s
inequality and new inequalities are established.
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简介：

0 引言

若 ，

，则有：

， （1）

这里常数因子 是最佳值，式（1）称为Hardy-

Hilbert积分不等式，它在分析学中有重要的应用。
近几年，通过引入参数λ，r，s和β函数，文献

[1-4]给出了Hardy-Hilbert积分不等式如下的一些推广：

若 ，

，

，

则有：

，                （2）

这里常数因子 是最佳

值。当 =1时，式（2）即变为式（1）。
在文献[2]中建立了一个新的Hilber t型积分不等

式：设 ，

，使
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则有

，  （3）

这里，常数因子 是最佳值。

本文的目的是利用改进的H lder不等式对式（3）
进行加强，从而建立一些新的不等式。

1 引理及其证明

为方便起见，先介绍一些符号：

另外，定义函数 ，其中 x是单

位参数变量，在通常情况下适当选取 x可使要讨论的
问题得以简化。特别地，当 与x正交时， 。

在本文中，用 k表示 。

引理 1 设 ，且 p＞1。如果

，那么：

，                                            （4）

其中 ，且

 线性无关。

证明 1）考虑 p≠q的情形。不失一般性，设 p＞

q＞1，因 ，所以有p＞2。令 ，则

有  。由H lder不等式，得到：

 

 

，                                                            
（5）

式（5）取等号当且仅当 和 线性相关，事实上式（5）

中等号成立当且仅当存在 C 1
使 ，

容易算出 。

在文献[3]中，利用Gram矩阵的正定性建立了下列
重要的不等式：

                    （6）

其中： ；

，且 。

式（6）中的等号成立当且仅当 与 线性相关，

或者 r是 和 的线性组合，且 xy = 0，但 x≠ y。如果

式（6）中的 ，，r分别用 ， 和 h代替，那么就可

得到：

，                                  （7）

其中： 且 。

式（7）中等号成立当且仅当 ， 线性相关，或

者 h是 和 的线性组合，且 ， 但

。因为 与 线性无关，所以式（7）

中不能取等号。将式（7）代入式（5）后，化简可得：

 ，                                       （8）

只要适当地选取 h（x），就可使R≠ 0。（关于 h（x）的
选取有很大的灵活性，它只要满足条件 就行，具

体选法可参看文献[3-4]等），注意到 p与 q的对称性，
因此不等式（4）成立。

2）考虑 p=q的情形。根据假设，f、g和 h线性无
关，再由式（6）可得下列不等式：

，

其中 ，且 。

下面证明不等式 R＜1。由Cauchy不等式，不等式
中等号成立当且仅当 f与 g线性相关，从而有：

，
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因此 ，即得

，因 和 线性无关，上式不等

号成立，则有 。

同理可得 ，因此，

。

引理 1得证。
注 式（4）为H lder不等式的改进。

引理 2 设 ，

，定义权函数

则有等式

，                    （9）

，                                          （10）

证明过程参见文献[2]。

2 主要结果

为方便起见，再引入一些符号：

 
，

，

 

定理 1 设 ，

，使

，

，则有

，                            （11）

其中：

               （12）

证明 由引理 1及引理 2有

即式（11）成立。
下面讨论 Rλ的表达式：选取由式（12）所定义的

函数 ，

，

由引理 1，有

（下转第 46页）


