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非线性奇异微分方程的多重周期解

邓翠容

（怀化学院 数学系，湖南 怀化 418008）

摘 要：用变分法研究一类非线性奇异微分方程周期解的多重性问题，得到了一定条件下多重周期解的 3
个存在性定理。
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Abstract：Applies the variational method to study multiplicity of periodic solutions for a class of nonlinear singular
differential equation and obtains three existence theorem for multiple periodic solutions at a certain condition.
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0 引言

天体力学中质点的运动规律可以归结为一个非线

性微分方程组，称为哈密顿系统，它用来描述天体运

动的轨道。哈密顿系统是既经典又现代的研究领域，

可以从不同的角度进行研究。由于哈密顿系统具有变

分结构，因此，变分原理成为研究哈密顿系统的重要

手段，即存在某个泛函，使得对应的非线性微分方程

组，即哈密顿系统是它的欧拉方程。因此，求这些欧

拉方程的解便化归为求对应泛函的临界点。

本文用变分法探讨非线性奇异微分方程

             （1）

周期解的多重性问题，其中

 满足下面的假设：
对任意的 u∈RN，F（t, u）关于 t可测；对几乎所

有的 关于 u 连续可微。并且存在

，使得对一切的 u∈RN，几

乎所有的 ，有：

 。         （2）

1 预备知识

定理1[1] 设X是一个Banach空间，且 ，

其中 X2
是有限维的。设 满足（PS）条件。

如果

1）存在常数 r > 0，使得

 且 ；

且  ；

2）J下方有界，且 ，

则 J至少有 2个非 0的临界点。
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定理 2 [2] 设 X是一个实自反的Banach空间，
为 2个序列弱下半连续、且G- 可微的

泛函。同时，是（强）连续的，且满足

，设

，

其中 表示 在弱拓扑下的闭

包。此外，设

  
，

则有下列结论：

1）若 ，则 ，下列二者之一成立：或

者 有一个全局极小值点，或者 存在一个

临界点序列 满足  ；

2）若 ，则 ，下列二者之一成立：或

者 有一个全局极小值点是 的局部极小值点，

或者 存在不同的临界点序列 满足

，且 弱收敛于 的一个全局极小

值点。

2 主要结果

本文将在实自反可分的Banach空间

上来研究方程（1）。定义该空间上的范数 为

。

 ，记

，则

（Poincare-Wirting’s不等式），

其中： ；

， 。

此外，存在常数 c > 0，使得

， 。

对于方程（1），在空间 上与之对应的泛

函为：

，

其中 的临界点为方程（1）的周期解。此外，

且弱下半连续[3]。利用定理1和

2，可以得到如下结果。
定理 3 若 F满足方程（2）及下列条件：

条件 F1 ：存在常数 ，使得

对  一致成立；

条件F2
： ，并且存在常数

及某个 ，使得 ，有

，

则方程（1）至少有 2个非 0解。
证明 由条件 F1

知，存在常数 c1>0，M1>0，使得

， 对 几 乎 所 有 的 ， 有

。 另 外 由 假 设 （ 2 ） 得 ，

， 对 几 乎 所 有 的 ， 有

，其中 ，于是

，有

，于是

从而

其中c2
，c3
，c4 > 0。由p > 知，当 时 ，
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故 在 中强制[4]，从而 在 中

有下界[4]。另外，的任意（PS）序列有界，从而 满足

（PS）条件。

设 ，则

。于是 ，由条件

F2
得

。

，由条件 F2
得

。

注意到， 。记

，则 ，有 ；

，有 。

若 ，则 均为 的

极小值点，从而方程（ 1 ）有无穷多个解；若

，则由定理 1知 至少有 2个非 0的

临界点，从而方程（1）至少有 2个非 0解。
定理 4 若 F满足方程（2）及下列条件：

条件 F3
：存在序列

，

使得当 n 充分大时，有：

，

其中： ；

条件 F4
： ，

则方程（1）在 中有一个无界的解序列。

证明 ，设

，

，

显然 均是序列弱下半连续的，G- 可微， 强连

续， ， + 的临界点为方程

（1）的解。下面用定理 2结论 1）来证明该结论。先证

明定理 2中的 。由于 ，因此只需证明当

n充分大时， 即可（ 的定义见定理 2）。
事实上，对充分大的固定的 n∈N，有

，                      （3）

用 w表示在 中取值为 的常值函数，则由条件 F3

得 。此外， ，有 ，从

而 。于是由条件 F3
得：

，

故 ，因此 ，于是由式（3）

得 。另一方面，由 的定义知 ，故

。

由条件 F4
可知，对某个 ，存在序列

，使得当 n充分大时，有

。

用 vn
表示在 中取值为 sn

的常值函数，于是当 n充
分大时，有

，

于是 + 下方无界，从而由定理 2结论 1）知， +
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存在一个临界点序列 满足 。由于

在 的任一有界集上均有界，故 在

中无界。

定理 5 若满足方程（2）及下列条件：
条件 F5

：存在序列

，

使得当 n 充分大时，有：

其中 ；

条件 F6
： 且

，

则方程（1）在 中有 1个非 0的解序列，并
且强收敛于 0。
证明 像定理 4一样定义 与 ，则

。

由条件 F5
同定理 4的证明可得 （ 的定义

见定理 2）。又由于 ，于是定理 2中的

。由条件 F 6
可知，对于某个 ，存在序列

，使得当 n 充分大时，有

。用wn
表示在 中取值为 的

常值函数，于是在 中 。当 n充分大
时，有

  
。

因为 ，所以 0不是 + 的局部极小值

点，但 0却是 的全局极小值点，于是由定理 2结论

2）知， + 存在1个临界点序列 满足 ，

且在 中 un
弱收敛于 0。又

，故 ，故在

中 。
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