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不定积分中的几何背景和表格分部积分法

万 勇，王晓梅

（长沙理工大学 数学与计算科学学院，湖南 长沙 410004）

摘 要：论述了数学背景对数学发展的重要性，提供了不定积分中的几何背景，介绍了不定积分的表格分

部积分法及案例，对改革教学内容和改进教学方法进行了尝试。
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Abstract：Dissertates the significance of mathematical background for mathematical development, gives the geometrical
background of indefinite integral and introduces tabular integration and several cases. Makes a attempt on the reform of
teaching contents and improvement of teaching methods.
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1 数学中的背景问题

1.1 古代数学中的背景问题 [1 ]

数学最早是在古埃及发展起来的，尼罗河水每年

定期泛滥，淹没河流两岸的谷地，大水过后，法老为

了收租需要重新分配、测量土地，埃及人将长期积累

起来的土地测量知识逐渐发展为几何学。

埃及人研究出了计算矩形、三角形和梯形面积的

计算方法，也获得了圆、立方体、箱体、柱体和其它

图形体积的法则。当然有些方法是近似的。

埃及人还把天文知识与几何知识结合起来用于建

造神庙，埃及有 1座神庙中立着 1排柱子，每年只有
夏至这天早晨阳光能沿着这排柱子照射进神庙，数一

数太阳光 2次沿着这排柱子照进庙堂的天数，就是 1 a
的长度。

在建造金字塔前绘图时，埃及人肯定知道，图样

和竣工后的建筑物尺寸尽管可以不同，形状却是一样

的，由此可见，当时的埃及人就已掌握了比例和相似

形的几何知识。在古埃及，土地测量、天文、建筑等

实际问题促进了几何学乃至数学的发展。

1. 2 近代数学中的背景问题

可以说数学的发展有着许多实际背景，这里主要

讨论几何背景问题，且仅举大家熟悉的 3 例。
例 1 数列极限的几何背景

人们对圆面积精确计算的追求，促进了对数列极

限的研究。在图 1中，设 A(n)表示半径为 1的圆内接

正 n边形的面积，显然， 。

图 1 圆内接正 n边形
Fig. 1 Regular n-sided polygon inscribed in a circle
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例 2 导数的几何背景

人们对切线斜率的研究，产生了导数。图 2中，设
曲线 y = f (x)在点M(x0

，y0)处有切线MT，其斜率为 k，

在该曲线上另取一点N(x，y)，得到割线 ，其斜率

为 ，

让N→M，即 x→ x0
，则点M处切线的斜率即点M处

曲线的导数

。

例 3 定积分的几何背景

随着极限理论的完善，曲边梯形的面积问题得到

解决。图 3中，设曲边梯形面积为 A，通过黎曼分割，

可得 。

2 不定积分的几何背景

对先讲授不定积分然后再介绍定积分的教科书，

在介绍不定积分或原函数的时候，一般是没有介绍其

几何背景的。而对于先讲授定积分再介绍不定积分的

教科书，当然不需要介绍不定积分的几何背景。那么，

如果先讲授不定积分，则应给学生介绍不定积分或原

函数的几何背景知识，下面举例说明。

例4 设 f (x)=2，A(x)表示 f (x)在区间[-1，x]上的面

积，据图 4 可知

。
由此发现，A(x)是 f(x)在区间[-1，x]上的面积，且

。

例 5 设 f (x)=2x+1，A(x)表示 f(x)在区间 上

的面积，据图 5 可知

，

。

由此发现，A(x)是 f (x)在区间 上的面积，且

。

定义 1[3] 若 ，有 ，则称 F(x)为

f (x)在 I上的原函数。原函数 F(x)的几何意义是：函数
f (x)在区间 I上的面积。
定理 1[3] 若 f (x)在 I上有原函数，则原函数不惟

一，且彼此相差 1个任意常数。
定义 2[4] 设 F(x)为 f (x)在 I上的 1个原函数，C为

任意常数，则称 F(x) + C为 f (x)在 I上的不定积分，即

。

定理2[5] 函数 f(x)的不定积分为 。

不定积分的几何意义是：f (x)在 I上的面积是

图 2 曲线及其切线

Fig. 2 Curve and its tangent line

图 3 区间的分割

Fig. 3 Partition of a interval

图 4 函数曲线下的面积

Fig. 4 The area under the curve of function

图 5 函数图像下的面积

Fig. 5 The area under the graph of function
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（可能相差 1个任意常数）。

在不定积分概念的传统教学中，一般不介绍几何

背景知识。概念陈述是采用分析的语言，因此是抽象

的，不直观的。对于数学思维好的同学来说，没有问

题，但对数学思维不那么好的同学来说，有背景的问

题毕竟要比没背景的问题容易理解些。笔者在教学中

将 2种方法做了比较，发现介绍了不定积分几何背景
的教学班对不定积分概念的理解要好一些。

3 不定积分的表格分部积分法

考虑积分 ，这里 p(x)为多项式。通常

采用分部积分法 ，对一些学习好的学

生来说，不存在问题，但是对那些学习不那么好的同

学，不是“凑”微分出了差错，就是分部积分时弄错

了符号。如果采用表格分部积分法，就能避免这些问

题，下面介绍表格分部积分法。

表格分部积分法的步骤：

1）对 p(x)重复求导，直到 p(x)的导数为 0，将这些
导数（从 0阶导数开始）依次列为第 1列。

2）对 f (x)重复积分（积分次数与 1）中求导次数
相同，只求最简原函数，将这些积分（从被积函数开

始）依次列为第 2列。
3）从第 1列的每一行依次向第 2列的下一行画箭

头符号。

4）在各箭头上交替标符号“+”、“-”，其中第 1个
箭头标“+”。

5）将每一个箭头对应的 2项连同箭头所带的符号
作代数积，然后再将各代数积作代数和，这个代数和

就是所要求的积分。

证明思路：

 。

例 6 求积分 。

解 重复求导                                                   重复积分

例 7 求积分 。

解 重复求导                                       重复积分

可见，表格分部积分法都是一些程序性、机械式

的做法，不需要什么技巧，可以极大提高学生的学习

积极性和学习效果，尤其是教学型大学和职业技术学

院的学生。

4 结语

在《高等数学》课程教学中，应尽量让学生摆脱

数学知识的枯燥和数学计算的繁琐，了解数学知识的

背景问题并给学生提供较为简便的计算方法，能极大

地提高学生学习的积极性和学习效果。本文在不定积

分教学方面做了一些有益的尝试。
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