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复合 Poisson-Geometric过程的性质及简单应用

蔡秋娥，廖基定

（南华大学 数理学院，湖南 衡阳 421001）

摘 要：引入了复合 Poisson- Geometric记数过程，利用概率论与随机过程的计算方法，得到了复合 Poisson-
Geometric过程的特征函数、矩母函数、期望、方差等性质，较好地刻画了 Poisson-Geometric过程的一些数字特
征，提供了研究 Poisson-Geometric过程的理论依据，并阐述了其应用。
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The Properties of Compound Poisson-Geometric Process and Its Applications

Cai Qiue，Liao Jiding
（School of Mathematics and Physics，University of South China，Hengyang Hunan 421001，China）

Abstract：Introduces the compound Poisson-Geometric process. By applying probability theory and the calculation of
stochastic processes, obtains the process's eigenfunction, moment generating function, mathematical expectation and vari-
ance and depicts its numerical features. Provides the theoretical basis for reasearch of compound Poisson-Geometric process
and elaborates its application.
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0 引言

破产理论是用数学模型来描述和研究保险公司面

临风险的一门学科，使用随机过程理论中的相关过程

描述保险公司经营过程，并研究保险公司的生存概

率、破产概率、破产时间以及破产前最大盈余分布等

等。经典的风险模型通常定义如下：设保险公司具有

一定的初始资本，允许其在符合法律法规的范围内，

承保具有某种统计分布的风险，并根据风险的特点连

续地或离散地收取相应的保费。

经典风险模型为： ，

式中：u > 0称为初始准备金；
c > 0为保险公司单位时间内的保费收入；

N(t)表示在时段[0,t]内保险公司总索赔次数，一

般假设 服从参数为 的 Poisson过程；

Yk
为第 k次索赔量， 是独立同分布非负值随机

变量列，并设 与 独立。

在经典的风险模型中，风险事件和赔付事件是等价

的，用来描述风险事件和赔付事件的计数过程是同一随

机过程，主要使用的是齐次Poisson过程[1]。但在实际的

保险事务中，例如存在免赔额的情形下，风险事件和赔

付事件有可能是不等价的。2005年由毛泽春、刘锦萼
等引入的复合 Poisson- Geometric记数过程能较好地刻
画这种情况[2]，本文主要讨论复合 Poisson-Geometric记
数过程的主要性质及其简单应用。

1 复合 Poisson-Geometric过程的描述
设随机变量 X为个体保单在单位时间内发生的事

故次数，且 。又
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设随机变量 Y为保单在单位时间内实际赔付次数，一

般来说， 要比 大，同时 比

要小。设 ，则有

， ，称 为偏离参数。由于

，

若记 ， ，则 Y的分
布为：

                  
（1）

计算可得 Y 的母函数为：

。                         （2）

设随机变数 独立，且服从式（2）给定

的分布，则 的母函数为：

，                                               （3）

根据概率论中的泊松定理，取 n→ ， → 0，n → 0，
得到：

，                             （4）

根据式（4）给出以下定义[3]。

定义 1 称母函数 所对应的分布为复

合 Poisson-Geometric分布，记为 ，其中 > 0，

0 < 1。

定义 2 设 > 0，0 < 1，称 为参数

，的复合 Poisson-Geometric过程，如果满足：

1）  ；

2） 具有独立平稳增量；

3）对t > 0有 ，且 ，

。

由定义2知，当 = 0时，复合Poisson-Geometric过
程就是 Poisson过程，因此，复合 Poisson-Geometric过
程是 Poisson过程的一种推广。

2 主要结果及证明

定义复合过程 为： ，其中

为具有独立平稳增量的计数过程；Y i
之间

独立分布，而且与 独立，设其密度函数为 ，

分布函数为 ，矩母函数为 ，并设每次索赔

额 Yi 0，则可得：
性质 1 复合过程 是独立增量过程。

证明 令 则

，

由条件 为具有独立平稳增量的计数过程，

Yi
之间独立分布，而且与 独立，不难验证 具

有独立增量性。

性质 2 的特征函数为：

，

式中： 是随机变数 Yi
的特征函数；

是事件的到达率；

矩母函数为 。

证明 的特征函数为：

矩母函数为：

。

性质 3 的数学期望和方差分别为：

 ，

。

证明 由条件期望的性质

，

可知 的数学期望为：
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，

所以

同理可得 的方差为：

3 复合 Poisson-Geometric过程的简

近年来，新版车险在车损险条款中引入了免赔额

制度，有的保险公司不再对 200元以下的车险赔案进
行理赔，超过 200元的赔案只赔 200元以上的部分。在
这样的制度背景下，风险事件和赔付事件有可能不是

等价的，这就需要研究者将经典的 Poisson风险模型在
赔付过程方面进行推广，以更好地描述和研究保险公

司的生存概率、破产概率、破产时间以及破产前最大

盈余分布等问题。

复合 Poisson-Geometric过程较好地刻画了具有免
赔额的情形，很多学者对此模型开展了应用研究，给

出了此模型的破产概率公式及更新方程。当索赔额服

从指数分布时，毛泽春，刘锦萼给出了破产概率的显

式表达式；熊双平讨论了常利率下索赔次数为复合

Poisson-Geometric过程的风险模型的破产概率和罚金函
数，得到了此特例下该过程破产概率和罚金函数的期

望所满足的积分方程[4] ；廖基定等学者研究了 Poisson-
Geometric风险模型破产概率的上界估计问题[5]，得到

了Gerber-Shiu折现惩罚期望所满足的更新方程，在此

基础上推导了破产概率所满足的更新方程，且根据

Pollazek-Khinchin公式直接得到了当索赔额服从指数分
布情形下破产概率的显性表达式[6]。
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