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一类非线性发展方程整体弱解的存在性

杨 莉，谢永钦

（长沙理工大学 数学与计算科学学院，湖南 长沙 410076）

摘 要：研究了一类非线性方程的初边值问题。利用Galerkin方法，结合能量估计及分析技巧，证明了该
类方程整体弱解的存在性及稳定性，其中，非线性项满足临界指数增长条件。并对此类问题已有的研究结果做

了较大的改进。
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Existence of Global Weak Solution for a Class of Nonlinear Evolution Equation
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Abstract：Studies the initial boundary value problem of a new nonlinear evolution equation. Obtains existence and
stability of global weak solution by means of Galerkin method associating with energy estimate and analysis technique，in
which the nonlinear term satisfies critical conditions of exponential growth. And makes a large improvement on the findings of
such problems.
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0 引言

本文考虑如下一类非线性发展方程初边值问题：

其中， ，  具有适当光滑边界 的有界

区域，u(x，t)为未知函数，f∈C1(R)为给定的满足适当
条件的非线性项，g∈L2(Ω)为给定泛函。
其中，方程（1）不仅在偏微分方程的一般理论中

是有意义的，而且在数学物理中有广泛应用，其最典

型的一个应用是描述弹性杆的纵向波传播方程[1 ]，即

，

又如，用于描述跨声速区域可压缩气体流动的Karman
方程[2]：  。

在 r =2时，已有许多文献对方程（1）~（3）进行
了研究。如文献[3]中，作者研究了其强解的存在性和
渐近性；文献[4- 7]研究了整体解的存在性和不存在
性；文献[8]研究了 方程的渐近稳

定性；文献[9]利用位势阱方法，在小初值情形下，证
明了方程（1）~（3）整体弱解的存在性，并得到了整
体弱解的稳定性。但至今还未发现对于方程（1）~（3）
较完整的研究。

本文利用Galerkin方法、结合能量估计和分析技
巧，证明方程（1）~（3）的整体弱解的存在性，并得
到其解是唯一性连续的，且依赖于初始值。

本文用 分别表示空间 Lr（Ω）， 的范

（1）
（2）
（3）
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数；（·，·）表示 L2（Ω）内积；<·，·>表示Banach空
间 X中元素和其对偶空间 X *中元素的对偶积；用C记
任意正常数，在不同的行中，甚至同一行中，C所表
示的正常数可能不同。

设非线性项 f 满足如下假设条件：

 ；              （4）

n=1,2时，  ；  时，  。

 。                                      （5）

记 ，k0=max{l，0}，则存在常数 ，

使得：

  ；                                           （6）

 ；                                            （7）

记  。                                     （8）

1 整体弱解的存在性

设 为 -Δ在 L2（Ω）中的一组标准特征向量函

数，则有 ，j，k =1，2，…，并且满足

，j =1，2，…，λj
为第 j个特征值，

与特征函数ω
j
对应。于是， 在 中构成正交

基（但并非标准正交基）。

，j，k=1,2,…

对任意 u∈ ，有 ，

，

  j =1，2，…。
设问题（1）~（3）的近似解为

，n =1，2，…。                    （9）

，un
∈ En

，Pn
为 L2（Ω）到 En

的

正交投影， ，由Galerkin方法，它应满

足如下非线性常微分方程：

，    （10）

，                    （11）

记 。

引理 1 1）假设条件H1
、H2

成立；

2）u0(x)∈ ， ，则对任意

T＞ 0及式（10）、（11）的任意解 un(x,t)，unt(x,t)满足

 ，                                                                   （12）

其中：M1
为与 n无关的常数。

证明 以 unt
乘式（10）的两边，得

记 ，

则式（13）化为 ，     （14）

上式中： ，

        。

由Gronwall引理，有

 （15）

对一切 成立。而 ， ，

。又由 f的连续性，有
，因此，存在一个正函数Q1

，使得

，则

，      （16）

其中： ，再以 unt
乘式（10）的两

边，两边对 t从 0到 T积分，易得式（17）：

，                    （17）

记M1 = M0 + M11
，结合式(15)、（16），则有

。

证毕。

引理2 设引理1各项假设成立，un(x，t)为式（10）、

（11）的任意解，则对任一T＞0，有
成立。其中，M 2

为与 n无关的常数。
证明 以 untt

乘式（10）的两边，由分部积分有

               （18）

由Young不等式及Holder不等式

 ，                          （19）

  。                        （20）

结合 Sobolev嵌入定理，

，  （21）

综上，由式（18）得

（13）
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设 ，

故  成立。证毕。
定理 1 设 为有界域，假设H1

、H2
成立，

u0(x)、u1(x)∈H1
0
（Ω），g∈L2（Ω）。则对任意的 T＞ 0，

问题（1）~（3）存在如下意义的弱解 u（x，t）：

，

对一切 有

。

对于 t∈[0，T]几乎处处成立，且 ，

于 。
证明 对任一 T＞ 0，由常微分方程组的标准理论

知，问题（10）、（11）存在[0，T]上的解 un
（x，t）。由

引理 1、2知， 都在

上有界。由自反性和紧性定理（参见文

献[10]），存在 的子序列 ，使得

于 弱收敛；

于 弱收敛；

于 弱收敛。

抽取 的子序列，不妨仍记为 ，则

于 强收敛；且

于 上几乎处处成立。其中，用

到如下简单结论：

若 于 弱收敛，且 于

弱收敛，则 ut = v。

取 因此， ，由式（4），

而 u n
在 中一致有界，

故  在 中关于 n一致有界。

设 于 中弱收敛；由于

，且 于  上几乎处

处成立；则  于 
上几乎处处成立；可得 于

 中弱收敛；因此 。

并且： 于 弱 *收敛；

   于 弱 *收敛；

  于 弱 *收敛。
由式（10）有： ，

由引理 1、2可知， 在 中关于 n一致

有界（ ），故存在 的子序列 ，使得

于 中弱 *收敛，取 ，

由于 在 中稠密，即对任意的

有：

在 中成立。从而由Ψ的任意性可得，对

任意的 几乎处处有

。

为证明 u(x, t)为问题（1）~（3）的一个弱解，还

需要验证初值条件 于

成立。但基于上述估计，这可由标准的方法得到（参

见文献[11]）。在此省略具体证明过程，故 u(x, t)为问题
（1）~（3）满足初边值条件u0(x)， 的整体解。

 证毕。

2 唯一性与稳定性结论

定理 2 在定理 1的条件下，问题（1）~（3）的
弱解是唯一的，且连续依赖于初值。

证明 设 u，v分别为问题（1）~（3）对应于初边
值条件（u0

，u1
），（v0

，v1
）的 2个解。令w = u - v，则

w满足下面的初边值问题

以wt
乘式（22）得：

           
（25）

而

（22）

（23）

（24）



第 1期 39

同理，   ；

又

所以

由引理 1、2，式（25）可化为：

 。

                                                                                               （26）
以wtt

乘式（22）得：

                  
（27）

而

     （28）

而

因此

                                                                                               （30）
由式（28）~（30），式（27）可化为

结合式（26）、（31）可得

， K为正常数。

由Gronwall 引理得：

 

显然，若u0=v0
，u1=v1

，则w=wt=0，故解的唯一性得证。
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