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带变号扰动的半线性椭圆方程正解存在的必要条件

庞善状，曾宪忠

（湖南科技大学 数学学院，湖南 湘潭 411201）

摘 要：研究了一类带变号扰动的半线性椭圆方程正解存在的必要条件，获得了对于合适的参数，如果半

线性椭圆方程都存在满足一定条件的正解，那么，对应的线性方程存在非负解。

关键词：带变号扰动的半线性椭圆方程；正解存在的必要条件；变分泛函；Pohozaev恒等式
中图分类号：O175.25                          文献标志码：A                        文章编号：1673-9833(2010)01-0025-04

Existence Condition of Positive Solutions for Semilinear
Elliptic Equations with Sign-Changing Perturbations

Pang Shanzhuang，Zeng Xianzhong
（Department of Mathematics，Hunman University of Science and Technology，Xiangtan Hunan 411201，China）

Abstract：Investigates the necessary existence condion of positive solutions for a class of semilinear elliptic equations
with sign-changing perturbations. Obtains that for appropriate parameters, the corresponding linear equations exist a nonne-
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0 引言

对于半线性椭圆方程 ，

当 时的情况国内外已有较多研究，并且得到了

方程多解存在性和非存在性的较多有意义的结果[1-5,7]。

而对 在Ω上变号的问题研究较少，只有文献[6-7]
对 =0时的方程作了一些研究。由于 在Ω上变号

的问题在工程问题中普遍存在，因此，仔细地研究这

类问题是有意义和价值的。

本文主要研究下列半线性椭圆方程正解存在的必

要条件：

                    （1）

其中 是有解光滑区域， ，

为在Ω上变号的函数，并且

。 为特征值问题

的第一特征对，并且在Ω上 。 证明如果对于所
有足够小的 ，式（1）都存在正解并且有 1 个正解

，那么，下列线性方程存在非负解

                                         （2）

存在较多变号函数 使得式（1）存在正解，而式
（2）没有正解，并且能验证当 充分小时式（1）的正
解可能近似于当 =0时的正解。
为计算方便，设 对于给定的
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，式（1）至少存在 1个正解 。使用估计理

论和 Pohozaev恒等式讨论式（1）存在正解的必要条
件。本文的结论如下。

定理 i） 对于 和给定的 ，如果对

于所有足够小的 ，式（1）都存在正解并且有

1个正解 ，那么，式（2）存在非负解。

ii）对于 设 Ω为星型

区域， 。如果对于所有足够小的 ，式

（1）存在正解 ，那么，式（2）存在非负解。

1 预备知识

下面介绍一些预备知识和证明式（1）存在正解的
一些性质。

引理 1 当 时，式（1）没有正解。
证明 假设引理 1不成立，设当 时式（1）存

在正解，那么，式（1）乘以φ1
然后分布积分得：

，      （3）

由于 ，则 ，矛盾。 因此，当 时

式（1）没有正解。
引理 2 对于给定的 ，如果式（1）存

在正解，那么存在正常数 使得 。而当 时

式（1）没有正解。
证明 对于给定的 ，因为

有极小值，所以存在正常数C使得 。 如
果式（1）存在正解，那么式（1）乘以φ1

然后积分得：

        （4）

，                                                （5）

结合 得到：

。                                                              （6）

因此，存在正常数 使得 。而当 时式（1）
没有正解。

引理 3 对于给定的 和 ，如

果式（1）存在正解满足 ，那么特征值

问题

                            （7）

的第一特征值 。

证明 设 ，则 。于

是，特征值问题

                             （8）

的第一特征值 。根据比较定理由

 ，得到 。
引理 4 设对于所有充分小的 ，式（1）存在正解

满足 ， 式（1）存在正解 满

足 ， 当 时 是式（1）

的最小正解 ，则存在不依赖 的正常数C使得当

时 ，并且 。

证明 对于任意的 ，由式（1）和引理 3分
别得到：

     （9）

         （10）

结合式（9）和（10）得：

                   （11）

使用 Poincare不等式 和Young不

等式得：

                          （12）

  （13）

取 满足 ，则

，             （14）

结合式（1 1）得到 ，由式（1 2）得

。而对式（9）使用Holder不等式并结

合 和式（14）得 。

引理 5 对于 ，设 ，则当

时式（1）最多只有1个正解满足 。

证明 对于 ，由B的定义得 。假

设引理 5不成立，设当 时式（1）除了最小正
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解 满足 外，还有另一正解 也满

足 ，其中 ，则满足：

 ，                                               （15）
并且 ，其中 位于 和w之间。由方程（15）
得到：

。                       （16）

使用 Poincare不等式得：

 ，                     （17）

由于 位于 和 w 之间，并且 和

，则 。结合式（17）并注意

，得到 ，于是，

，矛盾，从而引理成立。

引理 6 设Ω是星型区域，对于 和

如果式（1）除最小正解 外还有另一正解 ，那么，

当 时 。

证明 假设相反，设当 时存在正常数C，使

得 ，那么，存在 的一个序列 使得当

时 且 w满足下列方程：

                                                       （18）

以及 ，设Ω含有原点，则方程（18）的Pohozaev
恒等式为：

                             （19）

由于Ω是星型区域，则 和 ，

而当 时，结合式（19）得到

。因此，w=0恒成立。另一方面，由

于 为式（1）的最小正解，则根据引理 5得当 足够

小时 。于是， ，与

w=0恒成立矛盾。因此，引理成立。
引理 7 i） 对于 ，如果对于所有充分小的 ，

式（1）都存在正解并且有 1个正解 ，

那么，当 时 。

ii）对于 设 ，Ω为星型

区域， 。如果对于所有充分小的 ，式

（1）都存在正解 ，那么，当 时 。

证明 设 为式（1）的正解，令 ，则 v
满足：

                              （20）

且 。设Ω含有原点，参考文献[6]，方程（20）

对应的 Pohozaev恒等式为：

    
（21）

由于Ω是星型区域，则

，

于是

。（22）

i）对于 ，如果对于所有充分小的 ，式（1）

都存在正解并且有1个正解 ，那么，由

式（11）得

，                         （23）

同时，类似式（11）~（14）的讨论得到存在正数C使

得 和 ， 而且，当

时，根据 Soboleb嵌入定理得  ，于是，

。 而当 时，根据式（22）和

Holder不等式得到： 。注意到

，因此，当 时 。

ii）对于 如果式（1）存在正解 ，那么，

由式（22）得

，              （24）

其中 ，而由方程（20）得

 
                （25）
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结合式（24）和（25）得到

，（26）

于是，使用 Poincare不等式得：

  
（27）

因此，当 时，使用Young不等式得

。对式（26）使用 You n g 不等式并结合

得 ，而对式（25）使用Young

不等式并 结合 和 得到

。注意到 ，因此，

当 时 。

2 问题（1）存在正解的必要条件
证明 i） 对于 ，设对于所有充分小的 ，式

（1）都存在正解 ，并且满足 ，让

 则 v 满足

                    
（28）

根据引理 7 i）的讨论得

        （29）

则存在 v 的 1个序列 和 使得当 时

且 。于是，对于任意的  当
时有

 。     （30）

而由式（29）和Holder不等式得

     （31）

因此，当 时，

，                             （32）

方程（28）乘以 然后积分，并结合式（30）和（32）
得到：

，                             （33）

这表示 w为式（2）的非负解。

ii） 对于  如果对于所有充分小的 ，式

（1）存在正解，那么，由引理7  ii） 得到式（29）成立。
重复定理 i）的证明过程，可以得到式（2）存在非负解。
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